习题11
    1 设A( 5)(5 ) B[10 3) 写出AB AB A\B及A\(A\B)的表达式  
    解 AB( 3)(5 ) 
       AB[10 5) 
       A\B( 10)(5 ) 
       A\(A\B)[10 5) 
    2 设A、B是任意两个集合 证明对偶律 (AB)CAC BC  
    证明 因为
        x(AB)CxAB xA或xB xAC或xBC  xAC BC 
所以    (AB)CAC BC 
    3 设映射f  X Y AX BX  证明
    (1)f(AB)f(A)f(B) 
    (2)f(AB)f(A)f(B) 
    证明 因为
        yf(AB)xAB 使f(x)y
                (因为xA或xB) yf(A)或yf(B)
                 yf(A)f(B) 
所以    f(AB)f(A)f(B) 
    (2)因为
    yf(AB)xAB 使f(x)y(因为xA且xB) yf(A)且yf(B) y f(A)f(B)
所以    f(AB)f(A)f(B) 


    4 设映射f  XY 若存在一个映射g YX 使  其中IX、IY分别是X、Y上的恒等映射 即对于每一个xX 有IX xx 对于每一个yY 有IY yy 证明 f是双射 且g是f的逆映射 gf 1 
    证明 因为对于任意的yY 有xg(y)X 且f(x)f[g(y)]Iy yy 即Y中任意元素都是X中某元素的像 所以f为X到Y的满射 
    又因为对于任意的x1x2 必有f(x1)f(x2) 否则若f(x1)f(x2)g[ f(x1)]g[f(x2)]  x1x2 
    因此f既是单射 又是满射 即f是双射 
    对于映射g YX 因为对每个yY 有g(y)xX 且满足f(x)f[g(y)]Iy yy 按逆映射的定义 g是f的逆映射 
    5 设映射f  XY AX  证明 
    (1)f 1(f(A))A 
    (2)当f是单射时 有f 1(f(A))A  
    证明 (1)因为xA  f(x)yf(A)  f 1(y)xf 1(f(A)) 
所以    f 1(f(A))A 
    (2)由(1)知f 1(f(A))A 
    另一方面 对于任意的xf 1(f(A))存在yf(A) 使f 1(y)xf(x)y  因为yf(A)且f是单射 所以xA 这就证明了f 1(f(A))A 因此f 1(f(A))A     
    6 求下列函数的自然定义域 

    (1)


    解 由3x20得 函数的定义域为 

    (2)
    解 由1x20得x1 函数的定义域为( 1)(1 1)(1 ) 

    (3)
    解 由x0且1x20得函数的定义域D[1 0)(0 1]

    (4)
    解 由4x20得 |x|2 函数的定义域为(2 2) 

    (5)
    解 由x0得函数的定义D[0 ) 
    (6) ytan(x1)


    解 由(k0 1 2   )得函数的定义域为(k0 1 2   ) 
    (7) yarcsin(x3) 
    解 由|x3|1得函数的定义域D[2 4] 

    (8) 
    解 由3x0且x0得函数的定义域D( 0)(0 3) 
    (9) yln(x1) 
    解 由x10得函数的定义域D(1 ) 

    (10) 
    解 由x0得函数的定义域D( 0)(0 ) 
    7 下列各题中 函数f(x)和g(x)是否相同？为什么？
    (1)f(x)lg x2 g(x)2lg x

    (2) f(x)x g(x) 


    (3) 
    (4)f(x)1 g(x)sec2xtan2x  
    解 (1)不同  因为定义域不同 
    (2)不同 因为对应法则不同 x0时 g(x)x 
    (3)相同 因为定义域、对应法则均相相同 
    (4)不同 因为定义域不同 




    8 设 求   (2) 并作出函数y(x)的图形 




    解     
    9 试证下列函数在指定区间内的单调性 

    (1) ( 1) 
    (2)yxln x (0 ) 
    证明 (1)对于任意的x1 x2( 1) 有1x10 1x20 因为当x1x2时

         

所以函数在区间( 1)内是单调增加的 
    (2)对于任意的x1 x2(0 ) 当x1x2时 有

         
所以函数yxln x在区间(0 )内是单调增加的 
    10 设 f(x)为定义在(l l)内的奇函数 若f(x)在(0 l)内单调增加 证明f(x)在(l 0)内也单调增加 
    证明 对于x1 x2(l 0)且x1x2 有x1 x2(0 l)且x1x2 
    因为f(x)在(0 l)内单调增加且为奇函数 所以
f(x2)f(x1) f(x2)f(x1) f(x2)f(x1) 
这就证明了对于x1 x2(l 0) 有f(x1) f(x2) 所以f(x)在(l 0)内也单调增加
    11 设下面所考虑的函数都是定义在对称区间(l l)上的 证明 
     (1)两个偶函数的和是偶函数 两个奇函数的和是奇函数
     (2)两个偶函数的乘积是偶函数 两个奇函数的乘积是偶函数 偶函数与奇函数的乘积是奇函数 
    证明 (1)设F(x)f(x)g(x) 如果f(x)和g(x)都是偶函数 则
        F(x)f(x)g(x)f(x)g(x)F(x) 
所以F(x)为偶函数 即两个偶函数的和是偶函数 
    如果f(x)和g(x)都是奇函数 则
        F(x)f(x)g(x)f(x)g(x)F(x) 
所以F(x)为奇函数 即两个奇函数的和是奇函数 
    (2)设F(x)f(x)g(x) 如果f(x)和g(x)都是偶函数 则
        F(x)f(x)g(x)f(x)g(x)F(x) 
所以F(x)为偶函数 即两个偶函数的积是偶函数 
    如果f(x)和g(x)都是奇函数 则
        F(x)f(x)g(x)[f(x)][g(x)]f(x)g(x)F(x) 
所以F(x)为偶函数 即两个奇函数的积是偶函数 
    如果f(x)是偶函数 而g(x)是奇函数 则
        F(x)f(x)g(x)f(x)[g(x)]f(x)g(x)F(x) 
所以F(x)为奇函数 即偶函数与奇函数的积是奇函数 
    12 下列函数中哪些是偶函数 哪些是奇函数 哪些既非奇函数又非偶函数？
     (1)yx2(1x2) 
     (2)y3x2x3

     (3) 
     (4)yx(x1)(x1)
     (5)ysin xcos x1

     (6)
    解 (1)因为f(x)(x)2[1(x)2]x2(1x2)f(x) 所以f(x)是偶函数 
    (2)由f(x)3(x)2(x)33x2x3可见f(x)既非奇函数又非偶函数 

    (3)因为 所以f(x)是偶函数 
    (4)因为f(x)(x)(x1)(x1)x(x1)(x1)f(x) 所以f(x)是奇函数 
    (5)由f(x)sin(x)cos(x)1sin xcos x1可见f(x)既非奇函数又非偶函数 

    (6)因为 所以f(x)是偶函数 
    13 下列各函数中哪些是周期函数？对于周期函数 指出其周期 
    (1)ycos(x2)
    解 是周期函数 周期为l2 
    (2)ycos 4x

    解 是周期函数 周期为
    (3)y1sin x
    解 是周期函数 周期为l2
    (4)yxcos x
    解 不是周期函数
    (5)ysin2x
    解 是周期函数 周期为l
    14 求下列函数的反函数 

    (1) 


    解 由得xy31 所以的反函数为yx31

    (2)




    解 由得 所以的反函数为

    (3)(adbc0) 




    解 由得 所以的反函数为
    (4) y2sin3x 


    解 由y2sin 3x得 所以y2sin3x的反函数为
    (5) y1ln(x2) 
    解 由y1ln(x2)得xey12 所以y1ln(x2)的反函数为yex12

    (6) 




    解 由得 所以的反函数为
    15 设函数f(x)在数集X上有定义 试证 函数f(x)在X上有界的充分必要条件是它在X上既有上界又有下界 
    证明 先证必要性 设函数f(x)在X上有界 则存在正数M 使|f(x)|M 即Mf(x)M 这就证明了f(x)在X上有下界M和上界M 
    再证充分性 设函数f(x)在X上有下界K1和上界K2 即K1f(x) K2  取Mmax{|K1| |K2|} 则        M K1f(x) K2M  
即        |f(x)|M 
这就证明了f(x)在X上有界          
    16 在下列各题中 求由所给函数复合而成的函数 并求这函数分别对应于给定自变量值x1和x2的函数值 


    (1) yu2 usin x   


    解 ysin2x 


    (2) ysin u u2x 


    解 ysin2x 

    (3) u1x2 x11 x2 2



    解   
    (4) yeu ux2 x1 0 x21



    解   
    (5) yu2  uex  x11 x21
    解 ye2x y1e21e2 y2e2(1)e2

    17 设f(x)的定义域D[0 1] 求下列各函数的定义域 
    (1) f(x2) 
    解 由0x21得|x|1 所以函数f(x2)的定义域为[1 1]
    (2) f(sinx) 
    解 由0sin x1得2nx(2n1) (n0 1 2  ) 所以函数f(sin x)的定义域为
[2n (2n1)] (n0 1 2  ) 
    (3) f(xa)(a>0) 
    解 由0xa1得ax1a 所以函数f(xa)的定义域为[a 1a]
    (4) f(xa)f(xa)(a0) 




    解 由0xa1且0xa1得 当时 ax1a 当时 无解 因此当时函数的定义域为[a 1a] 当时函数无意义

    18 设 g(x)ex  求f[g(x)]和g[f(x)] 并作出这两个函数的图形 


解  即 


     即
    19 已知水渠的横断面为等腰梯形 斜角40(图137) 当过水断面ABCD的面积为定值S0时 求湿周L(LABBCCD)与水深h之间的函数关系式 并指明其定义域 
图137



    解  又从得 所以

 
    自变量h的取值范围应由不等式组

h0 

确定 定义域为 
    20 收敛音机每台售价为90元 成本为60元 厂方为鼓励销售商大量采购 决定凡是订购量超过100台以上的 每多订购1台 售价就降低1分 但最低价为每台75元 
    (1)将每台的实际售价p表示为订购量x的函数 
    (2)将厂方所获的利润P表示成订购量x的函数 
    (3)某一商行订购了1000台 厂方可获利润多少？
    解 (1)当0x100时 p90  
    令001(x0100)9075 得x01600 因此当x1600时 p75 
    当100x1600时 
        p90(x100)001910 01x 
    综合上述结果得到

         

    (2) 
    (3) P3110000011000221000(元) 
    

习题12
    1 观察一般项xn如下的数列{xn}的变化趋势 写出它们的极限  

    (1) 


    解 当n时 0 

    (2)


    解 当n时 0 

    (3)


    解 当n时 2 

    (4) 


    解 当n时 0 
    (5) xnn(1)n 
    解 当n时 xnn(1)n没有极限


    2 设数列{xn}的一般项 问? 求出N 使当nN时 xn与其极限之差的绝对值小于正数  当 0001时 求出数N

    解 




      0 要使|x n0|  只要 也就是 取 
则nN 有|xn0| 

    当 0001时 1000
    3 根据数列极限的定义证明

    (1)



    分析 要使 只须 即 



    证明 因为0  当nN时 有 所以 

    (2)



    分析 要使 只须 即 



    证明 因为0  当nN时 有 所以 

    (3) 


    分析 要使 只须 



证明 因为0  当nN时 有 所以 

    (4)



    分析 要使|099    91| 只须  即 


证明 因为0  当nN时 有|099    91|  所以 


    4  证明 并举例说明 如果数列{|xn|}有极限 但数列{xn}未必有极限 


    证明 因为 所以0 NN 当nN时 有 从而
||un||a|||una|  

这就证明了 


    数列{|xn|}有极限 但数列{xn}未必有极限 例如 但不存在 


    5 设数列{xn}有界 又 证明  
    证明 因为数列{xn}有界 所以存在M 使nZ 有|xn|M 


    又 所以0 NN 当nN时 有 从而当nN时 有

                 

所以

    6 对于数列{xn} 若x2k1a(k) x2k a(k ) 
证明 xna(n) 
    证明 因为x2k1a(k) x2k a(k ) 所以0 
    K1 当2k12K11时 有| x2k1a|  
    K2 当2k2K2时 有|x2ka|  
取Nmax{2K11 2K2} 只要nN 就有|xna|  
因此xna (n)

习题13
    1 根据函数极限的定义证明 

    (1) 
    分析 因为
         |(3x1)8||3x9|3|x3| 

所以要使|(3x1)8|  只须 

    证明 因为0  当0|x3|时 有
         |(3x1)8|  

所以 

    (2)   
    分析 因为
         |(5x2)12||5x10|5|x2| 

所以要使|(5x2)12|  只须  

    证明 因为 0  当0|x2|时 有
         |(5x2)12|  

所以 

    (3)   
    分析 因为

          


所以要使 只须 

    证明 因为 0  当0|x(2)|时 有

          

所以 


    (4)  
    分析 因为

          


所以要使 只须 


    证明 因为 0  当时 有

          

所以 
    2 根据函数极限的定义证明 

    (1)  
    分析 因为

          



所以要使 只须 即  

    证明 因为 0  当|x|X时 有

          

所以 

    (2) 
    分析 因为

          



所以要使 只须 即  

    证明 因为0  当xX时 有

          

所以 
    3 当x2时  yx24 问等于多少 使当|x2|<时 |y4|<0001？
    解 由于当x2时 |x2|0 故可设|x2|1 即1x3 
    要使
        |x24||x2||x2|5|x2|0001 

只要 
    取00002 则当0|x2|时 就有|x24|0 001  

    4 当x时  问X等于多少 使当|x|X时 |y1|001?



    解 要使 只要 故 
    5 证明函数f(x)|x|当x0时极限为零 
    证明 因为
         |f(x)0|||x|0||x||x0| 
所以要使|f(x)0| 只须|x| 
    因为对0  使当0|x0| 时有
         |f(x)0|||x|0| 

所以 


    6 求 当x0时的左﹑右极限 并说明它们在x0时的极限是否存在 
    证明 因为 

         

         

         

所以极限存在 
    因为

         

         

         

所以极限不存在 

    7 证明 若x及x时 函数f(x)的极限都存在且都等于A 则 


    证明 因为  所以>0 
        X10 使当xX1时 有|f(x)A|   
        X20 使当xX2时 有|f(x)A|  

取Xmax{X1 X2} 则当|x|X时 有|f(x)A|  即 
    8 根据极限的定义证明 函数f(x)当xx0 时极限存在的充分必要条件是左极限、右极限各自存在并且相等 
    证明 先证明必要性 设f(x)A(xx0) 则>0 0 使当0<|xx0|< 时 有
|f(x)A|<  
因此当x0<x<x0和x0<x<x0 时都有
|f(x)A|<  
这说明f(x)当xx0时左右极限都存在并且都等于A  
    再证明充分性 设f(x00)f(x00)A 则>0 
        1>0 使当x01<x<x0时 有| f(x)A<  
        2>0 使当x0<x<x0+2时 有| f(x)A|<  
取min{1 2} 则当0<|xx0|< 时 有x01<x<x0及x0<x<x0+2  从而有
| f(x)A|<  
即f(x)A(xx0) 
    9 试给出x时函数极限的局部有界性的定理 并加以证明 
    解 x时函数极限的局部有界性的定理 如果f(x)当x时的极限存在 则存在X0及M0 使当|x|X时 |f(x)|M 
    证明 设f(x)A(x) 则对于 1 X0 当|x|X时 有|f(x)A| 1 所以
    |f(x)||f(x)AA||f(x)A||A|1|A| 
这就是说存在X0及M0 使当|x|X时 |f(x)|M 其中M1|A| 
习题14
    1 两个无穷小的商是否一定是无穷小？举例说明之 
    解 不一定 


    例如 当x0时 (x)2x (x)3x都是无穷小 但 不是无穷小 
    2 根据定义证明  

    (1)当x3时为无穷小; 

    (2)当x0时为无穷小 

    证明 (1)当x3时 因为0   当0|x3|时 有

 

所以当x3时为无穷小 

    (2)当x0时 因为0   当0|x0|时 有

 

所以当x0时为无穷小 


    3 根据定义证明 函数为当x0时的无穷大 问x应满足什么条件 能使|y|104？



    证明 分析 要使|y|M 只须 即 


    证明 因为M0  使当0|x0|时 有 

所以当x0时 函数是无穷大


    取M104 则 当时 |y|104 
    4 求下列极限并说明理由 

    (1); 

    (2) 



    解 (1)因为 而当x 时是无穷小 所以 


    (2)因为(x1) 而当x0时x为无穷小 所以 
    5 根据函数极限或无穷大定义 填写下表
	
	f(x)A
	f(x)
	f(x)
	f(x)

	xx0
	0 0 使
当0|xx0|时 
有恒|f(x)A| 
	
	
	

	xx0
	
	
	
	

	xx0
	
	
	
	

	x
	
	0 X0 使当|x|X时 
有恒|f(x)|M
	
	

	x
	
	
	
	

	x
	
	
	
	


解
	
	f(x)A
	f(x)
	f(x)
	f(x)

	xx0
	0 0 使当0|xx0|时 有恒|f(x)A| 
	M0 0 使当0|xx0|时 有恒|f(x)|M
	M0 0 使当0|xx0|时 有恒f(x)M
	M0 0 使当0|xx0|时 有恒f(x)M

	xx0
	0 0 使当0xx0时 有恒|f(x)A| 
	M0 0 使当0xx0时 有恒|f(x)|M
	M0 0 使当0xx0时 有恒f(x)M
	M0 0 使当0xx0时 有恒f(x)M

	xx0
	0 0 使当0x0x时 有恒|f(x)A| 
	M0 0 使当0x0x时 有恒|f(x)|M
	M0 0 使当0x0x时 有恒f(x)M
	M0 0 使当0x0x时 有恒f(x)M

	x
	0 X0 使当|x|X时 有恒|f(x)A| 
	0 X0 使当|x|X时 有恒|f(x)|M
	0 X0 使当|x|X时 有恒f(x)M
	0 X0 使当|x|X时 有恒f(x)M

	x
	0 X0 使当xX时 有恒|f(x)A| 
	0 X0 使当xX时 有恒|f(x)|M
	0 X0 使当xX时 有恒f(x)M
	0 X0 使当xX时 有恒f(x)M

	x
	0 X0 使当xX时 有恒|f(x)A| 
	0 X0 使当xX时 有恒|f(x)|M
	0 X0 使当xX时 有恒f(x)M
	0 X0 使当xX时 有恒f(x)M



    6 函数yxcos x在( )内是否有界？这个函数是否为当x 时的无穷大？为什么？
    解 函数yxcos x在( )内无界
    这是因为M0 在( )内总能找到这样的x 使得|y(x)|M 例如
y(2k)2k cos2k2k (k0 1 2   ) 
当k充分大时 就有| y(2k)|M 
    当x 时 函数yxcos x不是无穷大 
    这是因为M0 找不到这样一个时刻N 使对一切大于N的x 都有|y(x)|M 例如

(k0 1 2   ) 

对任何大的N 当k充分大时 总有 但|y(x)|0M 

    7 证明 函数在区间(0 1]上无界 但这函数不是当x0+时的无穷大 

    证明 函数在区间(0 1]上无界 这是因为
    M0 在(0 1]中总可以找到点xk 使y(xk)M 例如当

(k0 1 2   )
时 有

 
当k充分大时 y(xk)M

    当x0+ 时 函数不是无穷大 这是因为
    M0 对所有的0 总可以找到这样的点xk 使0xk 但y(xk)M 例如可取

(k0 1 2   ) 
当k充分大时 xk 但y(xk)2ksin2k0M 

习题15
    1 计算下列极限 

    (1) 

    解  

    (2)

    解  

    (3)

    解  

    (4)

    解  

    (5)

    解  

    (6)

    解  

    (7)

    解  

    (8)

    解 (分子次数低于分母次数 极限为零) 

或      

    (9)

    解  

    (10)

    解  

    (11)

    解  

    (12)

    解  

    (13)

    解  (分子与分母的次数相同 极限为
最高次项系数之比) 

或      

    (14)

    解 

        
    2 计算下列极限 

    (1)


    解 因为 所以 

    (2)

    解  (因为分子次数高于分母次数) 

    (3) 

    解 (因为分子次数高于分母次数) 
    3 计算下列极限 

    (1)


    解 (当x0时 x2是无穷小 而是有界变量) 

    (2)


    解 (当x时 是无穷小 
而arctan x是有界变量) 
    4 证明本节定理3中的(2)

习题16
    1 计算下列极限 

    (1) 

    解  

    (2)

    解  

    (3)

    解  

    (4)

    解  

    (5)

    解   

或      

    (6)(x为不等于零的常数)

    解  
    2 计算下列极限 

    (1)

    解  

    (2)

    解  

    (3)

    解  

    (4)(k为正整数)

    解  

    3 根据函数极限的定义 证明极限存在的准则I 
    证明 仅对xx0的情形加以证明 

    设为任一给定的正数 由于 故由定义知 对0 存在10 使得当0|xx0|1时 恒有|g(x)A| 即
        Ag(x)A 

    由于 故由定义知 对0 存在20 使得当0|xx0|2时 恒有|h(x)A| 即
        Ah(x)A 
    取min{1 2} 则当0|xx0|时 
        Ag(x)A与Ah(x)A
同时成立 又因为
        g(x)f(x)h(x) 
所以    Af(x)A 
即      |f(x)A|

因此 

    证明 仅对xx0的情形加以证明 
    因为


          
所以对任一给定的0 存在0 使得当0|xx0|时 恒有
        |g(x)A|及|h(x)A|
即      Ag(x)A及Ah(x)A
又因为  g(x)f(x)h(x) 
所以    Af(x)A 
即      |f(x)A|

因此

    4 利用极限存在准则证明 

    (1)

    证明 因为 


而      且 

由极限存在准则I  

    (2)
    证明 因为

         


而        

所以    



    (3)数列      的极限存在 


    证明  (n1 2 3   ) 
    先证明数列{xn}有界 

    当n1时 假定nk时xk2 则当nk1时 

         
所以xn2(n1 2 3   ) 即数列{xn}有界 
    再证明数列单调增 因为

         
而xn20 xn10 所以xn1xn0 即数列{xn}单调增 
    因为数列{xn}单调增加有上界 所以此数列是有极限的 

    (4) 
    证明 当|x|1时 则有
        1x1|x|(1|x|)n  
        1x1|x|(1|x|)n  

从而有   

因为     
根据夹逼准则 有

         

    (5) 


    证明 因为 所以 


    又因为 根据夹逼准则 有 

习题 17
    1 当x0时 2xx2 与x2x3相比 哪一个是高阶无穷小？ 

    解  因为 
所以当x0时 x2x3是高阶无穷小 即x2x3o(2xx2) 

    2 当x1时 无穷小1x和(1)1x3 (2)是否同阶？是否等价？

    解  (1)因为 
所以当x1时 1x和1x3是同阶的无穷小 但不是等价无穷小 

    (2)因为 

所以当x1时 1x和是同阶的无穷小 而且是等价无穷小 
    3 证明 当x0时 有 
    (1) arctan x~x 

    (2)

    证明 (1)因为(提示 令yarctan x 则当x0时 y0) 
所以当x0时 arctanx~x 

    (2)因为 

所以当x0时  
    4 利用等价无穷小的性质 求下列极限 

    (1)

    (2)(n m为正整数)

    (3) 

    (4) 

    解 (1) 

    (2) 

    (3) 
    (4)因为

        (x0) 

        (x0)

        (x0)

所以     
    
    5 证明无穷小的等价关系具有下列性质 
    (1)  ~ (自反性)
    (2) 若 ~ 则~(对称性) 
    (3)若 ~ ~ 则~(传递性)

    证明 (1) 所以 ~ 


    (2) 若 ~ 则 从而 因此~ 

    (3) 若 ~ ~  因此~
习题18
    1 研究下列函数的连续性 并画出函数的图形 

    (1) 
    解 已知多项式函数是连续函数 所以函数f(x)在[0 1)和(1 2]内是连续的 
    在x1处 因为f(1)1 并且


         

所以 从而函数f(x)在x1处是连续的 
    综上所述，函数f(x)在[0 2]上是连续函数 

    (2) 
    解 只需考察函数在x1和x1处的连续性 
    在x1处 因为f(1)1 并且

         

        
所以函数在x1处间断 但右连续 
    在x1处 因为f(1)1 并且


       f(1) f(1) 
所以函数在x1处连续 
    综合上述讨论 函数在( 1)和(1 )内连续 在x1处间断 但右连续       
    2 下列函数在指出的点处间断 说明这些间断点属于哪一类 如果是可去间断点 则补充或改变函数的定义使它连续 

    (1) x1 x2

    解  因为函数在x2和x1处无定义 所以x2和x1是函数的间断点 

    因为 所以x2是函数的第二类间断点 

    因为 所以x1是函数的第一类间断点 并且是可去间断点 在x1处 令y2 则函数在x1处成为连续的 


    (2) xk  (k0 1 2   )

    解 函数在点xk(kZ)和(kZ)处无定义 因而这些点都是函数的间断点 

    因(k0) 故xk(k0)是第二类间断点 



    因为 (kZ) 所以x0和(kZ) 是第一类间断点且是可去间断点 
    令y|x01 则函数在x0处成为连续的 


    令时 y0 则函数在处成为连续的 

    (3) x0 



    解 因为函数在x0处无定义 所以x0是函数的间断点 又因为不存在 所以x0是函数的第二类间断点 

    (4) x 1


    解 因为 所以x1是函数的第一类不可去间断点 

    3 讨论函数的连续性 若有间断点 判别其类型    

    解  


    在分段点x1处 因为  所以x1为函数的第一类不可去间断点 


    在分段点x1处 因为  所以x1为函数的第一类不可去间断点 
    4 证明 若函数f(x)在点x0连续且f(x0)0 则存在x0的某一邻域U(x0) 当xU(x0)时 f(x)0




    证明 不妨设f(x0)>0 因为f(x)在x0连续 所以 由极限的局部保号性定理 存在x0的某一去心邻域 使当x时f(x)>0 从而当xU(x0)时 f(x)>0 这就是说 则存在x0的某一邻域U(x0) 当xU(x0)时 f(x)0 
    5 试分别举出具有以下性质的函数f(x)的例子 


    (1)x0 1 2     n    是f(x)的所有间断点 且它们都是无穷间断点 



    解 函数在点x0 1 2     n    处是间断的
且这些点是函数的无穷间断点 
    (2)f(x)在R上处处不连续 但|f(x)|在R上处处连续 

    解 函数在R上处处不连续 但|f(x)|1在R上处处连续 
    (3)f(x)在R上处处有定义 但仅在一点连续 

    解 函数在R上处处有定义 它只在x0处连续 
习题19




    1 求函数的连续区间 并求极限 及 

    解  函数在( )内除点x2和x3外是连续的 所以函数f(x)的连续区间为( 3)、(3 2)、(2 ) 

    在函数的连续点x0处  
    在函数的间断点x2和x3处 


          
    2 设函数f(x)与g(x)在点x0连续 证明函数
        (x)max{f(x) g(x)} (x)min{f(x) g(x)}
在点x0也连续 


    证明 已知  
    可以验证

         

         

因此     

         
    因为 

        

        

        (x0)
所以(x)在点x0也连续 
    同理可证明(x)在点x0也连续 

    3 求下列极限  

    (1) 

    (2)  

    (3) 

    (4)

    (5)

    (6)

    (7)

    解 (1)因为函数是初等函数 f(x)在点x0有定义 所以

         

    (2)因为函数f(x)(sin 2x)3是初等函数 f(x)在点有定义 所以

         

    (3)因为函数f(x)ln(2cos2x)是初等函数 f(x)在点有定义 所以

         

    (4)

        

    (5)


       
        

    (6)

         

    (7)

        

    4 求下列极限  

    (1)

    (2) 

    (3)

    (4) 

    (5) 

    (6) 

    解 (1)  

    (2)   

    (3)  

    (4)  

    (5) 因为


          

所以 

    (6)

        

         

    5 设函数 应当如何选择数a 使得f(x)成为在( )内的连续函数？ 
    解 要使函数f(x)在( )内连续 只须f(x)在x0处连续 即只须

         


    因为  所以只须取a1 
习题110
    1 证明方程x53x1至少有一个根介于1和2之间
    证明 设f(x)x53x1 则f(x)是闭区间[1 2]上的连续函数 
    因为f(1)3 f(2)25 f(1)f(2)0 所以由零点定理 在(1 2)内至少有一点
(12) 使f()0 即x 是方程x53x1的介于1和2之间的根 
    因此方程x53x1至少有一个根介于1和2之间 

    2 证明方程xasinxb 其中a0 b0 至少有一个正根 并且它不超过ab
    证明 设f(x)asin xbx 则f(x)是[0 ab]上的连续函数 
    f(0)b f(ab)a sin (ab)b(ab)a[sin(ab)1]0 
    若f(ab)0 则说明xab就是方程xasinxb的一个不超过ab的根 
    若f(ab)0 则f(0)f(ab)0 由零点定理 至少存在一点(0 ab) 使f()0 这说明x 也是方程x=asinxb的一个不超过ab的根 
    总之 方程xasinxb至少有一个正根 并且它不超过ab 
    3 设函数f(x)对于闭区间[a b]上的任意两点x、y 恒有|f(x)f(y)|L|xy| 其中L为正常数 且f(a)f(b)0 证明 至少有一点(a b) 使得f()0 
    证明 设x0为(a b)内任意一点 因为

         

所以     

即       
因此f(x)在(a b)内连续 
    同理可证f(x)在点a处左连续 在点b处右连续 所以f(x)在[a b]上连续
    因为f(x)在[a b]上连续 且f(a)f(b)0 由零点定理 至少有一点(a b) 使得f()0
    4 若f(x)在[a b]上连续 ax1x2    xnb 则在[x1 xn]上至少有一点  使

        
    证明 显然f(x)在[x1 xn]上也连续 设M和m分别是f(x)在[x1 xn]上的最大值和最小值 
    因为xi[x1 xn](1 in) 所以有mf(xi)M 从而有 

         

         
由介值定理推论 在[x1 xn]上至少有一点  使

         

    5 证明 若f(x)在( )内连续 且存在 则f(x)必在( )内有界

    证明 令 则对于给定的0 存在X0 只要|x|X 就有
        |f(x)A|  即Af(x)A  
    又由于f(x)在闭区间[X X]上连续 根据有界性定理 存在M0 使|f(x)|M x[X X] 
    取Nmax{M |A| |A|} 则|f(x)|N x( ) 即f(x)在( )内有界
    6 在什么条件下 (a b)内的连续函数f(x)为一致连续？

总习题一
    1 在“充分”、“必要”和“充分必要”三者中选择一个正确的填入下列空格内 
    (1)数列{xn}有界是数列{xn}收敛的________条件 数列{xn}收敛是数列{xn}有界的________的条件


    (2)f(x)在x0的某一去心邻域内有界是存在的________条件 存在是f(x)在x0的某一去心邻域内有界的________条件 


    (3) f(x)在x0的某一去心邻域内无界是的________条件 是f(x)在x0的某一去心邻域内无界的________条件 

    (4)f(x)当xx0时的右极限f(x0)及左极限f(x0)都存在且相等是存在的________条件
    解  (1) 必要 充分 
    (2) 必要 充分
    (3) 必要 充分
    (4) 充分必要 
    2 选择以下题中给出的四个结论中一个正确的结论 
    设f(x)2x3x2 则当x0时 有(      ) 
    (A)f(x)与x是等价无穷小  (B)f(x)与x同阶但非等价无穷小  
    (C)f(x)是比x高阶的无穷小  (D)f(x)是比x低阶的无穷小 

    解 因为

        (令2x1t 3x1u) 
所以f(x)与x同阶但非等价无穷小 故应选B 
    3 设f(x)的定义域是[0 1] 求下列函数的定义域 
    (1) f(ex) 
    (2) f(ln x) 
    (3) f(arctan x) 
    (4) f(cos x) 
    解  (1)由0ex1得x0 即函数f(ex)的定义域为( 0] 
    (2) 由0 ln x1得1xe  即函数f(ln x)的定义域为[1 e]
    (3) 由0 arctan x 1得0xtan 1 即函数f(arctan x)的定义域为[0 tan 1]

    (4) 由0 cos x1得(n0 1 2   ) 

即函数f(cos x)的定义域为[] (n0 1 2   ) 
    4 设


          
求f[f(x)] g[g(x)] f[g(x)] g[f(x)] 

    解 因为f(x)0 所以f[f(x)]f(x) 
    因为g(x)0 所以g[g(x)]0
    因为g(x)0 所以f[g(x)]0

    因为f(x)0 所以g[f(x)]f 2(x) 
    5 利用ysin x的图形作出下列函数的图形 
    (1)y|sin x| 
    (2)ysin|x| 

    (3) 
    6 把半径为R的一圆形铁片 自中心处剪去中心角为的一扇形后围成一无底圆锥 试将这圆锥的体积表为的函数 
    解 设围成的圆锥的底半径为r 高为h 依题意有

        R(2)2r   

         
圆锥的体积为

        

           (02) 

    7 根据函数极限的定义证明 



    证明 对于任意给定的0 要使 只需|x3| 取 当0|x3|时 就有|x3| 即 所以 
    8 求下列极限 

    (1) 

    (2) 

    (3) 

    (4) 

    (5)(a0 b0 c0) 

    (6) 


    解 (1)因为 所以 

    (2)

       

    (3)

        

         

    (4)

      
(提示 用等价无穷小换)

    (5) 因为

         

        

        

         

所以     
    提示 求极限过程中作了变换ax1t bx1u cx1v 

    (6) 因为

         

        

         

所以     

    9 设 要使f(x)在( )内连续 应怎样选择数a?
    解 要使函数连续 必须使函数在x0处连续 
    因为


f(0)a   
所以当a0时 f(x)在x0处连续 因此选取a0时 f(x)在( )内连续 

    10 设 求f(x)的间断点 并说明间断点所属类形 
    解 因为函数f(x)在x1处无定义 所以x1是函数的一个间断点 


    因为(提示) 


        (提示) 
所以x1是函数的第二类间断点 


    又因为  
所以x0也是函数的间断点 且为第一类间断点 

    11 证明 

    证明 因为 且


          

所以 

    12 证明方程sin xx10在开区间内至少有一个根 

证明 设f(x)sin xx1 则函数f(x)在上连续 



    因为   

所以由零点定理 在区间内至少存在一点 使f()0 

这说明方程sin xx10在开区间内至少有一个根 
    13 如果存在直线L ykxb 使得当x(或x x)时 曲线yf(x)上的动点M(x y)到直线L的距离d(M L)0 则称L为曲线yf(x)的渐近线 当直线L的斜率k0时 称L为斜渐近线 
    (1)证明 直线L ykxb为曲线yf(x)的渐近线的充分必要条件是


          

    (2)求曲线的斜渐近线 
    证明 (1) 仅就x的情况进行证明
    按渐近线的定义 ykxb是曲线yf(x)的渐近线的充要条件是

           

    必要性 设ykxb是曲线yf(x)的渐近线 则 



于是有     


同时有     


    充分性 如果  则

         
因此ykxb是曲线yf(x)的渐近线 

    (2)因为 

       

所以曲线的斜渐近线为y2x1 
习题21

    1 设物体绕定轴旋转 在时间间隔[0 t]内转过的角度为 从而转角是t的函数 (t) 如果旋转是匀速的 那么称为该物体旋转的角速度 如果旋转是非匀速的 应怎样确定该物体在时刻t0的角速度？

    解 在时间间隔[t0 t0t]内的平均角速度为

        
故t0时刻的角速度为

        
    2 当物体的温度高于周围介质的温度时 物体就不断冷却 若物体的温度T与时间t的函数关系为TT(t) 应怎样确定该物体在时刻t的冷却速度？
    解 物体在时间间隔[t0 t0t]内 温度的改变量为
       TT(tt)T(t) 
平均冷却速度为

        
故物体在时刻t的冷却速度为

        
    3 设某工厂生产x单位产品所花费的成本是f(x)元 此函数f(x)称为成本函数 成本函数f(x)的导数f(x)在经济学中称为边际成本 试说明边际成本f(x)的实际意义 
    解 f(xx)f(x)表示当产量由x改变到xx时成本的改变量 

       表示当产量由x改变到xx时单位产量的成本 

       表示当产量为x时单位产量的成本
    4 设f(x)10x2 试按定义 求f (1) 

    解 

        
    5 证明(cos x)sin x 

    解 

             
                
    6 下列各题中均假定f (x0)存在 按照导数定义观察下列极限 指出A表示什么 

    (1) 

    解 

          

    (2) 其中f(0)0 且f (0)存在 

    解  

    (3) 

    解 

         

         
          f (x0)[f (x0)]2f (x0) 
    7 求下列函数的导数 
    (1)yx4 

    (2) 
    (3)yx1 6

    (4) 

    (5)

    (6)

    (7) 
    解 (1)y(x4)4x414x3   

    (2) 
    (3)y(x1 6)16x1 6116x 0 6  

    (4) 

    (5)

    (6)

    (7)
    8 已知物体的运动规律为st3(m) 求这物体在t2秒(s)时的速度 
    解v(s)3t2 v|t212(米/秒)  
    9 如果f(x)为偶函数 且f(0)存在 证明f(0)0 
    证明 当f(x)为偶函数时 f(x)f(x) 所以

         
从而有2f (0)0 即f (0)0 

    10 求曲线ysin x在具有下列横坐标的各点处切线的斜率  x 
    解 因为ycos x 所以斜率分别为


          

    11 求曲线ycos x上点处的切线方程和法线方程式 

    解ysin x  


故在点处 切线方程为 

法线方程为 
    12 求曲线yex在点(01)处的切线方程 
    解yex y|x01 故在(0 1)处的切线方程为
        y11(x0) 即yx1 
    13 在抛物线yx2上取横坐标为x11及x23的两点 作过这两点的割线 问该抛物线上哪一点的切线平行于这条割线？

    解 y2x 割线斜率为 
    令2x4 得x2 
    因此抛物线yx2上点(2 4)处的切线平行于这条割线 
    14 讨论下列函数在x0处的连续性与可导性
    (1)y|sin x|

    (2)  
    解 (1)因为


        y(0)0   
所以函数在x0处连续 
    又因为

         

         
而y(0)y(0)  所以函数在x0处不可导 

    解 因为 又y(0)0 所以函数在x0处连续 
    又因为

       
所以函数在点x0处可导 且y(0)0 


    15 设函数为了使函数f(x)在x1处连续且可导 a b应取什么值？
    解 因为


          f(1)ab 
所以要使函数在x1处连续 必须ab1  
    又因为当ab1时

          

         
所以要使函数在x1处可导 必须a2 此时b1 


    16 已知求f(0)及f(0) 又f (0)是否存在？
    解 因为

        f(0)   

        f(0) 
而f(0)f(0) 所以f (0)不存在 

    17 已知f(x) 求f (x)  
    解 当x<0时 f(x)sin x f (x)cos x  
       当x>0时 f(x)x f (x)1 

       因为 f(0) 

            f(0) 所以f (0)1 从而

            f (x) 
    18 证明 双曲线xya2上任一点处的切线与两坐标轴构成的三角形的面积都等于2a2 


    解 由xya2得  
    设(x0 y0)为曲线上任一点 则过该点的切线方程为

         

    令y0 并注意x0y0a2 解得 为切线在x轴上的距 

    令x0 并注意x0y0a2 解得 为切线在y轴上的距 
    此切线与二坐标轴构成的三角形的面积为

         

习题 22
    1 推导余切函数及余割函数的导数公式 
        (cot x)csc2x   (csc x)csc xcot x 

    解 

        

        
    2 求下列函数的导数 

    (1)
    (2) y5x32x3ex  
    (3) y2tan xsec x1
    (4) ysin xcos x 
    (5) yx2ln x 
    (6) y3excos x   

    (7)

    (8)
    (9) yx2ln x cos x 

    (10)

    解 (1)

         
    (2) y(5x32x3ex)15x22x ln23ex 
    (3) y(2tan x sec x1)2sec2xsec xtan xsec x(2sec xtan x) 
    (4) y(sin xcos x)(sin x)cos xsin x(cos x)
        cos xcos xsin x(sin x)cos 2x 

    (5) y(x2ln x)2xln xx2x(2ln x1)  
    (6) y(3excos x)3excos x3ex(sin x)3ex(cos xsin x) 

    (7)

    (8)

    (9) y(x2ln x cos x)2xln x cos xx2cos xx2 ln x(sin x)
         2x ln x cos xx cos xx2 ln x sin x  

    (10)

    3 求下列函数在给定点处的导数


    (1) ysin xcos x  求和 


    (2)求  

    (3) 求f (0)和f (2) 
    解 (1)ycos xsin x 

          

          

    (2) 

         



    (3)   

    4 以初速v0竖直上抛的物体 其上升高度s与时间t的关系是 求 
    (1)该物体的速度v(t) 
    (2)该物体达到最高点的时刻 
    解 (1)v(t)s(t)v0gt

    (2)令v(t)0 即v0gt0 得 这就是物体达到最高点的时刻 
    5 求曲线y2sin xx2上横坐标为x0的点处的切线方程和法线方程
    解 因为y2cos x2x y|x02 又当x0时 y0 所以所求的切线方程为
        y2x 
所求的法线方程为

         即x2y0 
    6 求下列函数的导数    
    (1) y(2x5)4
    (2) ycos(43x)

    (3)
    (4) yln(1x2)
    (5) ysin2x 

    (6)
    (7) ytan(x2)
    (8) yarctan(ex)
    (9) y(arcsin x)2
    (10) ylncos x
    解 (1) y4(2x5)41(2x5)4(2x5)328(2x5)3 
    (2) ysin(43x)(43x)sin(43x)(3)3sin(43x) 

    (3) 

    (4) 
    (5) y2sin x(sin x)2sin xcos xsin 2x  

    (6)

        
    (7) ysec2(x2)(x2)2xsec2(x2) 

    (8) 

    (9) y 

    (10) 
    7 求下列函数的导数    
    (1) yarcsin(12x)

    (2)

    (3)

    (4)

    (5)

    (6)

    (7)

    (8)
    (9) yln(sec xtan x)
    (10) yln(csc xcot x)

    解 (1) 

    (2)

         

    (3)

         

    (4) 

    (5) 

    (6) 

    (7) 

    (8)

         

    (9)  

    (10) 





    8 求下列函数的导数  

    (1)

    (2)

    (3)

    (4)
    (5)ysinnxcos nx 

    (6)

    (7)
    (8) y=ln[ln(ln x)] 

    (9)

    (10)

    解 (1)

          

          

           

    (2)

          

    (3)


        

         


    (4) 

         
    (5) yn sinn1x(sin x)cos nxsinnx(sin nx)(nx)
        n sinn1xcos x cos nxsinnx(sin nx)n
        n sinn1x(cos xcos nxsin xsin nx) n sinn1xcos(n1)x  

    (6)

    (7)

        

        

    (8)

         

    (9)

          

    (10)

          

    9. 设函数f(x)和g(x)可导 且f2(x)g2(x)0 试求函数的导数

    解 

        

         

    10 设f(x)可导 求下列函数y的导数
    (1) yf(x2)
    (2) yf(sin2x)f(cos2x)
    解 (1) yf (x2)(x2) f (x2)2x2xf (x2) 
    (2) yf (sin2x)(sin2x)f (cos2x)(cos2x)
         f (sin2x)2sin xcos xf (cos2x)2cosx(sin x)
        sin 2x[f (sin2x) f (cos2x)]
    11 求下列函数的导数 
    (1) ych(sh x ) 
    (2) ysh xech x 
    (3) yth(ln x)
    (4) ysh3x ch2x 
    (5) yth(1x2) 
    (6) yarch(x21)
    (7) yarch(e2x)
    (8) yarctan(th x)

    (9)

    (10)
    解 (1) ysh(sh x)(sh x)sh(sh x)ch x 
    (2) ych xech xsh xech xsh xech x(ch xsh2x)  

    (3) 
    (4) y3sh2xch x2ch xsh x sh xch x(3sh x2)  

    (5)  

    (6) 

    (7) 

    (8)

         

    (9)

        

        

        

    (10)

          
    12 求下列函数的导数 
    (1) yex(x22x3) 
    (2) ysin2xsin(x2)

    (3)

    (4)

    (5)

    (6)

    (7)

    (8)

    (9) 

    (10)
    解 (1) yex(x22x3)ex(2x2)
           ex(x24x5) 
    (2) y2sin xcos xsin(x2)sin2xcos(x2)2x
        sin2xsin(x2)2xsin2xcos(x2) 

    (3) 

    (4) 

    (5) 

    (6) 

    (7)

         

    (8)

        

    (9) 

    (10)

         

习题 23
    1 求函数的二阶导数 
    (1) y2x2ln x
    (2) ye2x1
    (3) yxcos x 
    (4) yet sin t  

    (5)
    (6) yln(1x2)
    (7) ytan x

    (8)
    (9) y(1x2)arctan x 

    (10)

    (11)

    (12) 


    解 (1)  
    (2) ye2x1 22e2x1  y2e2x1 24e2x1 
    (3) yxcos x  ycos xxsin x 
       ysin xsin xxcos x2sin xxcos x  
    (4) yetsin tetcos tet(cos tsin t)
       yet(cos tsin t)et(sin tcos t)2etcos t  

    (5)

        

    (6)  

         
    (7) ysec2 x 
       y2sec x(sec x)2sec xsec xtan x2sec2xtan x  

    (8)

        

    (9) 

        

    (10) 

        

    (11) 

         

    (12) 

         
    2 设f(x)(x10)6  f (2)?
    解f (x)6(x10)5  f (x)30(x10)4  f (x)120(x10)3 
       f (2)120(210)3207360 

    3 若f (x)存在 求下列函数y的二阶导数 
    (1) yf(x2) 
    (2) yln[f(x)] 
    解 (1)y f (x2)(x2)2xf (x2) 
         y2f (x2)2x2xf (x2)2f (x2)4x2f (x2) 

    (2) 


       

    4 试从导出 

    (1) 

    (2) 

    解 (1) 

    (2)

       

    5 已知物体的运动规律为sAsint(A、是常数) 求物体运动的加速度 并验证

           

    解   

        

就是物体运动的加速度 

        
    6 验证函数yC1exC2ex(C1 C2是常数)满足关系式
                 y2y0  
    解  yC1exC2ex  
       yC12exC22ex
       y2y(C12exC22ex)2(C1exC2ex)
            (C12exC22ex)(C12exC22ex)0  
    7 验证函数yexsin x满足关系式
               y2y2y0   
    解  yexsin xexcos xex(sin xcos x) 
        yex(sin xcos x)ex(cos xsin x)2excos x  
        y2y2y2excos x2ex(sin xcos x)2exsin x
                2excos x2exsin x2excos x2exsin x0  
    8 求下列函数的n阶导数的一般表达式 
    (1) yxna1xn1a2xn2    an1xan (a1 a2    an都是常数) 
    (2) ysin2x  
    (3) yxln x 
    (4) yxex 
    解 (1) ynxn1(n1)a1xn2(n2)a2xn3    an1 
           yn(n1)xn2(n1)(n2)a1xn3(n2)(n3)a2xn4    an2 
             
         y(n)n(n1)(n2)  21x0n!  
    (2) y2sin x cos xsin2x  

        

        

         
           

         

    (3)  

         
        y(1)x2 
        y(4)(1)(2)x3 
           

        y(n)(1)(2)(3)  (n2)xn1 
    (4)  yexxex  
        yexexxex2exxex  
        y2exexxex3exxex  
           
        y(n)nexxexex(nx)  
    9 求下列函数所指定的阶的导数 
    (1) yexcos x 求y(4)  
    (2) yxsh x 求y(100) 
    (3) yx2sin 2x 求y(50) .
    解 (1)令uex vcos x  有
        uuuu(4)ex
        vsin x  vcos x  vsin x  v(4)cos x  
所以    y(4)u(4)v4uv6uv4uvuv(4)
          ex[cos x4(sin x)6(cos x)4sin xcos x]4excos x  
    (2)令ux vsh x 则有
        u1 u0 
        vch x vsh x     v(99)ch x  v(100)sh x 

所以      
            100ch xxsh x  
    (3)令ux2  vsin 2x 则有
        u2x u2 u0 

         
        v(49)249cos 2x v(50)250sin 2x  

所以    

            

            

             


习题24

    1 求由下列方程所确定的隐函数y的导数 
    (1) y22x y90
    (2) x3y33axy0
    (3) xyexy 
    (4) y1xey 
    解 (1)方程两边求导数得
        2y y2y2x y 0  
于是    (yx)yy 

         
    (2)方程两边求导数得
        3x23y2y2ay3axy0 
于是    (y2ax)yayx2  

         
    (3)方程两边求导数得
        y xye xy(1y) 
于是    (xexy)yexyy 

         
    (4)方程两边求导数得
        ye yxeyy 
于是    (1xe y)ye y 

         


    2 求曲线在点处的切线方程和法线方程 
    解 方程两边求导数得

         

于是     

在点处y1 
所求切线方程为


         即 
所求法线方程为

         即xy0 

    3 求由下列方程所确定的隐函数y的二阶导数 
    (1) x2y21
    (2) b2x2a2y2a2b2
    (3) ytan(xy)
    (4) y1xey 
    解 (1)方程两边求导数得
        2x2yy0

        y

         
    (2)方程两边求导数得
        2b2x2a2yy0 

         

        

           
    (3)方程两边求导数得
        ysec2(xy)(1y) 

        

          

         
    (4)方程两边求导数得
         ye yxe yy 

        

         
    4 用对数求导法求下列函数的导数 

    (1)  


    (2) 

    (3)

    (4)
    解 (1)两边取对数得
        ln yxln|x|xln|1x|，
两边求导得

         

于是     
    (2)两边取对数得

         
两边求导得

         

于是     
    (3)两边取对数得

         
两边求导得

         

于是    
    (4)两边取对数得

         
两边求导得

         

于是    

         

    5 求下列参数方程所确定的函数的导数

    (1)  

    (2)  

解 (1) 

(2) 



    6 已知求当时的值 

    解  


当时   
    7 写出下列曲线在所给参数值相应的点处的切线方程和法线方程 


    (1)  在处 

    (2)  在t=2处

    解 (1)




    当时   
所求切线方程为


         即 
所求法线方程为


         即 

    (2)  

        

        



    当t2时    
所求切线方程为

         即4x3y12a0 
所求法线方程为

         即3x4y6a0 

    8 求下列参数方程所确定的函数的二阶导数 

    (1) 

    (2) 

    (3)  

    (4)  设f (t)存在且不为零


    解 (1)   

    (2)  

        

    (3)  

         

    (4)  

         

    9 求下列参数方程所确定的函数的三阶导数 

    (1) 

    (2) 

    解(1)  

          

         

    (2) 

       

         
    10 落在平静水面上的石头 产生同心波纹 若最外一圈波半径的增大率总是6m/s 问在2秒末扰动水面面积的增大率为多少？
    解 设波的半径为r 对应圆面积为S 则Sr2 两边同时对t求导得
        S t2rr 
    当t2时 r6212 rt6 
故S t|t22126144 (米2秒) 
    11 注水入深8m上顶直径8m的正圆锥形容器中 其速率为4m2/min  当水深为5m时 其表面上升的速度为多少？


    解  水深为h时 水面半径为 水面面积为 

水的体积为 


          


已知h5(m)，(m3/min) 因此 (m/min) 

    12 溶液自深18cm直径12cm的正圆锥形漏斗中漏入一直径为10cm的圆柱形筒中 开始时漏斗中盛满了溶液 已知当溶液在漏斗中深为12cm时 其表面下降的速率为1cm/min 问此时圆柱形筒中溶液表面上升的速率为多少？
    解 设在t时刻漏斗在的水深为y 圆柱形筒中水深为h 于是有

         


由 得 代入上式得

         

即       
两边对t求导得

         
当y12时 yt1代入上式得

        (cm/min).
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    1 已知yx3x 计算在x2处当x分别等于1 01 001时的y及dy 
    解 y|x2 x1[(21)3(21)](232)18 
       dy|x2 x1(3x21)x|x2 x111 
       y|x2 x0.1[(20.1)3(20.1)](232)1161 
       dy|x2 x0.1(3x21)x|x2 x0.111 
       y|x2 x001[(2001)3(2001)](232)0110601 
       dy|x2 x001(3x21)x|x2 x001011 
       

    2 设函数yf(x)的图形如图所示 试在图(a)、(b)、(c)、(d)中分别标出在点x0的dy、y及ydy并说明其正负
    解 (a)y0 dy0 ydy0 
    (b)y0 dy0 ydy0 
    (c)y0 dy0 ydy0 
    (d)y0 dy0 ydy0 
    3 求下列函数的微分 

    (1) 
    (2) yxsin 2x  

    (3) 
    (4) yln2(1x) 
    (5) yx2e2x 
    (6) yexcos(3x) 

    (7)
    (8) ytan2(12x2) 

    (9) 
    (10) sAsin(t) (A  是常数) 


    解 (1)因为 所以  
    (2)因为ysin2x2xcos2x  所以dy(sin2x2xcos2x)dx   


    (3)因为 所以 

    (4) 
    (5)dyydx(x2e2x)dx(2xe2x2x2e2x)dx2x(1x)e2x 
    (6) dyydx[excos(3x)]dx[excos(3x)exsin(3x)]dx
        ex[sin(3x)cos(3x)]dx  

    (7)
    (8) dydtan2(12x2)2tan(12x2)dtan(12x2)
         2tan(12x2)sec2(12x2)d(12x2)
         2tan(12x2)sec2(12x2)4xdx
         8xtan(12x2)sec2(12x2)dx  

    (9)

        
    (10) dyd[Asin( t)]Acos( t)d(t)A cos(t)dx 

    4 将适当的函数填入下列括号内 使等式成立 
    (1) d(     )2dx 
    (2) d(     )3xdx  
    (3) d(     )costdt  
    (4) d(     )sin xdx   

    (5) d(     )  
    (6) d(     )e2xdx   

    (7) d(     ) 
    (8) d(     )sec23xdx  
    解 (1) d( 2xC )2dx 

    (2) d()3xdx 
    (3) d( sin tC )costdt  

    (4) d()sin xdx  

    (5) d( ln(1x)C ) 

    (6) d()e2xdx  


    (7) d() 

    (8) d()sec23xdx  


    5 如图所示的电缆的长为s 跨度为2l 电缆的最低点O与杆顶连线AB的距离为f 则电缆长可按下面公式计算 

                      
当f变化了f时 电缆长的变化约为多少？








    解  
    6 设扇形的圆心角60 半径R100cm(如图) 如果R不变  减少30 问扇形面积大约改变了多少？又如果 不变 R增加1cm 问扇形面积大约改变了多少？

    







解 (1)扇形面积 

         


将60 R100  代入上式得

        (cm2) 

    (2)  

将60 R100 R1代入上式得

        (cm2) 
    7 计算下列三角函数值的近似值 
    (1) cos29 
    (2) tan136
    解 (1)已知f (xx)f (x)f (x)x 当f(x)cos x时 有cos(xx)cos xsin xx  所以

        cos29 
    (2)已知f (xx)f (x)f (x)x 当f(x)tan x时 有tan(xx)tan xsec2xx 所以

        tan136 
    8 计算下列反三角函数值的近似值
    (1) arcsin0.5002 
    (2) arccos 04995
    解 (1)已知f (xx)f (x)f (x)x 当f(x)arcsin x时 有

        
所以

        

                   3047 
    (2)已知f (xx)f (x)f (x)x 当f(x)arccos x时 有

        
所以

        

                    602 

    9 当较小时 证明下列近似公式
    (1) tan xx (x是角的弧度值) 
    (2) ln(1x )x  

    (3)
并计算tan45 和ln1002的近似值
    (1)已知当|x|较小时 f(x0x)f(x0)f (x0)x 取f(x)tan x x00 xx 则有
        tan xtan(0x)tan 0sec20xsec20xx   
    (2)已知当|x|较小时 f(x0x)f(x0)f (x0)x 取f(x)ln x  x01 xx 则有
        ln(1x)ln1(ln x)|x1xx  

    (3)已知当|x|较小时 f(x0x)f(x0)f (x0)x 取 x01 xx 则有

         
     tan4545001309 
     ln(1002)ln(10002) 0002 
    10 计算下列各根式的的近似值 

    (1) 

    (2) 


    解 (1)设 则当|x|较小时 有 

         


    (2)设 则当|x|较小时 有 于是

         
    11 计算球体体积时 要求精确度在2%以内 问这时测量直径D的相对误差不能超过多少？


    解 球的体积为  因为计算球体体积时 要求精度在2%以内 所以其相对误差不超过2% 即要求

         

所以     

也就是测量直径的相对误差不能超过 
    12 某厂生产如图所示的扇形板 半径R200mm 要求中心角为55 产品检验时 一般用测量弦长l 的办法来间接测量中心角 如果测量弦长l 时的误差101mm 问此而引起的中心角测量误差x是多少？


    解 由得 

当55时 400sin2751847

         |l|l
    当l1847   l01时 

        (弧度) 

总 习 题 二
    1 在“充分”、“必要”和“充分必要”三者中选择一个正确的填入下列空格内 
    (1)f(x)在点x0可导是f(x)在点x0连续的____________条件 f(x)在点x0连续是f(x)在点x0可导的____________条件 
    (2) f(x)在点x0的左导数f(x0)及右导数f(x0)都存在且相等是f(x)在点x0可导的_______条件 
    (3) f(x)在点x0可导是f(x)在点x0可微的____________条件 
    解 (1)充分 必要 
    (2) 充分必要 
    (3) 充分必要 
    2 选择下述题中给出的四个结论中一个正确的结论 
    设f(x)在xa的某个邻域内有定义 则f(x)在xa处可导的一个充分条件是(      ) 


    (A)存在  (B)存在 


    (C)存在   (D)存在 
    解 正确结论是D  

    提示 (xh).
    3 设有一根细棒 取棒的一端作为原点 棒上任一点的做标x为 于是分布在区间[0 x]上细棒的质量m是x的函数mm(x)应怎样确定细棒在点x0处的线密度(对于均匀细棒来说 单位长度细棒的质量叫做这细棒的线密度？
    解 mm(x0x)m(x0) 
    在区间[x0 x0x]上的平均线密度为

         
于是 在点x0处的线密度为

         

    4 根据导数的定义 求的导数

    解  
    5 求下列函数f(x)的f(0)及f(0)又f (0)是否存在?

    (1) 

    (2) 

    解 (1)因为 

        
而且f(0)  f(0) 所以f (0)存在 且f (0)1 

    (2)因为 

       
而f(0) f(0) 所以f (0)不存在 

    6 讨论函数

                  
在x0处的连续性与可导性 

    解  因为f(0)0  所以f(x)在x0处连续 

    因为极限不存在 所以f(x)在x0处不可导 
    7 求下列函数的导数 
    (1) yarcsin(sin x) 

    (2)

    (3) 

    (4)

    (5)(x>0)  

    解(1) 

    (2) 

    (3)

          

    (4) 



    (5)   

    8 求下列函数的二阶导数 
    (1)ycos2x ln x 

    (2)

    解 (1) 

          

             

    (2) 

      

    9 求下列函数的n阶导数 

    (1) 

    (2) 

    解 (1) 



              

         

    (2)
        y2(1)(1x)2 y2(1)(2)(1x)3 y2(1)(2)(3)(1x)4    

         

    10 设函数yy(x)由方程e yxye所确定 求y(0) 
    解  方程两边求导得
        e yyyxy0     —— (1)

于是       

         ——(2)


当x0时 由原方程得y(0)1 由(1)式得 由(2)式得 


    11 求下列由参数方程所确定的函数的一阶导数及二阶导数 

    (1) 

    (2) 

    解 (1) 

          

    (2)   

         


    12 求曲线在t=0相的点处的切线方程及法线方程 

    解  

    当t0时  x2 y1 

所求切线的方程为 即x2y40 
所求法线的方程为y12(x2) 

    13 甲船以6km/h的速率向东行驶 乙船以8km/h的速率向南行驶 在中午十二点正 乙船位于甲船之北16km处 问下午一点正两船相离的速率为多少?
   解 设从中午十二点开始 经过t小时 两船之间的距离为S 则有
        S2(168t)2(6t)2 

         

           
    当t1时 S10 

        (km/h) 
即下午一点正两船相离的速度为28km/h 

    14 利用函数的微分代替函数的增量求的近似值



    解 设 则有 或于是

         

    15 已知单摆的振动周期 其中g980 cm/s2 l为摆长(单位为cm) 设原摆长为20cm 为使周期T增大005s 摆长约需加长多少？

    解 因为 

所以  (cm) 
即摆长约需加长223cm 













习题31

    1 验证罗尔定理对函数yln sin x 在区间上的正确性    




    解 因为yln sin x 在区间上连续 在内可导 且, 所以由罗尔定理知 至少存在一点 使得y()cot 0 

    由y(x)cot x0得 

    因此确有 使y()cot 0
    2 验证拉格朗日中值定理对函数y4x35x2x2在区间[0 1]上的正确性 

    解 因为y4x35x2x2在区间[0 1]上连续 在(0 1)内可导 由拉格朗日中值定理知 至少存在一点(0 1) 使  

    由y(x)12x210x10得 


    因此确有 使 

    3 对函数f(x)sin x及F(x)xcos x在区间上验证柯西中值定理的正确性




    解 因为f(x)sin x及F(x)x cos x在区间上连续 在可导 且F(x)1sin x在内不为0 所以由柯西中值定理知至少存在一点 使得

         


    令 即 





化简得 易证 所以在内有解 即确实存在, 使得

         

    4 试证明对函数ypx2qxr应用拉格朗日中值定理时所求得的点总是位于区间的正中间 
    证明 因为函数ypx2qxr在闭区间[a b]上连续 在开区间(a b)内可导 由拉格朗日中值定理 至少存在一点(a b) 使得y(b)y(a)y()(ba) 即
        (pb2qbr)(pa2qar)(2pq)(ba) 
化间上式得
        p(ba)(ba)2p (ba) 

故 
    5 不用求出函数f(x)(x1)(x2)(x3)(x4)的导数，说明方程f (x)0有几个实根 并指出它们所在的区间 
    解 由于f(x)在[1 2]上连续 在(1 2)内可导 且f(1)f(2)0 所以由罗尔定理可知 存在1(1 2) 使f (1)0 同理存在2(2 3) 使f (2)0 存在3(3 4) 使f (3)0 显然1、2、 3都是方程f (x)0的根 注意到方程f (x)0是三次方程 它至多能有三个实根 现已发现它的三个实根 故它们也就是方程f (x)0的全部根 

    6 证明恒等式 (1x1) 
    证明 设f(x) arcsin xarccos x 因为

          
所以f (x)C 其中C是一常数 


    因此 即 
    7 若方程a0xna1xn1     an1x0有一个正根x0 证明方程
          a0nxn1a1(n1)xn2     an1 0 
必有一个小于x0的正根
    证明 设F(x)a0xna1xn1     an1x 由于F(x)在[0 x0]上连续 在(0 x0)内可导 且F(0)F(x0)0 根据罗尔定理 至少存在一点(0 x0) 使F ()0 即方程
          a0nxn1a1(n1)xn2     an1 0 
必有一个小于x0的正根
    8 若函数f(x)在(a b)内具有二阶导数 且f(x1)f(x2)f(x3) 其中ax1x2x3b 证明 
在(x1 x3)内至少有一点 使得f ()0 
    证明 由于f(x)在[x1 x2]上连续 在(x1 x2)内可导 且f(x1)f(x2) 根据罗尔定理 至少存在一点1(x1 x2) 使f (1)0 同理存在一点2(x2 x3) 使f (2)0 
    又由于f (x)在[1 2]上连续 在(1 2)内可导 且f (1)f (2)0 根据罗尔定理 至少存在一点 (1 2)(x1 x3) 使f ( )0 
    9 设ab0 n1 证明 
        nbn1(ab)anbnnan1(ab) 
    证明 设f(x)xn 则f(x)在[b a]上连续 在(b a)内可导 由拉格朗日中值定理 存在(b a) 使 
        f(a)f(b)f ()(ab) 即anbnn n1(ab) 
因为    nbn1(ab)n n1(ab) nan1(ab)
所以    nbn1(ab)anbn nan1(ab)  
    10 设ab0 证明 

         
    证明 设f(x)ln x 则f(x)在区间[b a]上连续 在区间(b a)内可导 由拉格朗日中值定理 存在(b a) 使

        f(a)f(b)f ()(ab) 即 
因为ba 所以


         即 
    11 证明下列不等式
    (1)|arctan aarctan b||ab|
    (2)当x1时 exex 
    证明 (1)设f(x)arctan x 则f(x)在[a b]上连续 在(a b)内可导 由拉格朗日中值定理 存在(a b)  使

        f(b)f(a)f ()(ba) 即 

所以 即|arctan aarctan b||ab| 
    (2)设f(x)ex 则f(x)在区间[1 x]上连续 在区间(1 x)内可导 由拉格朗日中值定理 存在(1 x) 使
        f(x)f(1)f ()(x1) 即 ex ee (x1) 
因为 1 所以
        ex ee (x1)e(x1) 即exex 
    12 证明方程x5x10只有一个正根 
    证明 设f(x)x5x1 则f(x)是[0 )内的连续函数 
    因为f(0)1 f(1)1 f(0)f(1)0 所以函数在(0 1)内至少有一个零点 即x5x10至少有一个正根 
    假如方程至少有两个正根 则由罗尔定理 f (x)存在零点 但f (x)5x410 矛盾 这说明方程只能有一个正根 
    13 设f(x)、g(x)在[a b]上连续 在(a b)内可导 证明在(a b)内有一点 使

        

    解 设 则(x)在[a b]上连续 在(a b)内可导 由拉格朗日中值定理 存在(a b) 使
        (b)(a)()(ba) 

即       

因此    
   14 证明 若函数f(x)在( )内满足关系式f (x)f(x) 且f(0)1则f(x)ex 

    证明 令 则在( )内有

         
所以在( )内(x)为常数 
    因此(x)(0)1 从而f(x)ex 
    15 设函数yf(x)在x0的某邻域内具有n 阶导数 且f(0)f (0)    f (n1)(0)0 试用柯西中值定理证明

         (01) 
    证明 根据柯西中值定理

        (1介于0与x之间) 

        (2介于0与1之间) 

        (3介于0与2之间) 
依次下去可得

        (n介于0与n1之间) 

所以 

    由于n可以表示为n  x (01) 所以 (01)
习题32
    1 用洛必达法则求下列极限    

    (1)

    (2)

    (3)

    (4) 

    (5)

    (6) 

    (7)

    (8)

    (9) 

    (10)

    (11) 

    (12)  

    (13) 

    (14)

    (15) 

    (16) 

   解 (1) 

    (2) 

    (3) 

    (4) 

    (5) 

    (6) 

    (7)

        

    (8)


       

         

    (9)

        

    (10)

        
(注 cosxln(1x2)~x2)

    (11) 

    (12)

(注 当x0时  

    (13)  

    (14)因为  

而    

        

所以    
 

    (15)因为 

而     

        

所以    

    (16)因为 

而     

        

所以    


    2 验证极限存在 但不能用洛必达法则得出


    解   极限是存在的  

但不存在 不能用洛必达法则 

    3 验证极限存在 但不能用洛必达法则得出 


    解  极限是存在的 

但不存在 不能用洛必达法则 

    4 讨论函数在点x0处的连续性 


    解   

因为    

而    

        

所以  

        
因此f(x)在点x0处连续







习题33
    1 按(x4)的幂展开多项式x45x3x23x4 
    解 设f(x)x45x3x23x4 因为
        f(4)56 
        f (4)(4x315x22x3)|x421 
        f (4)(12x230x2)|x474 
        f (4)(24x30)|x466 
        f (4)(4)24 
所以

        
            5621(x4)37(x4)211(x4)3(x4)4 
    2 应用麦克劳林公式 按x幂展开函数f(x)(x23x1)3 
    解 因为
        f (x)3(x23x1)2(2x3)  
        f (x)6(x23x1)(2x3)26(x23x1)230(x23x1)(x23x2) 
        f (x)30(2x3)(x23x2)30(x23x1)(2x3)30(2x3)(2x26x3) 
        f (4)(x)60(2x26x3)30(2x3)(4x6)360(x23x2) 
        f (5)(x)360(2x3) 
        f (6)(x)720 
        f(0)1 f (0)9 f (0)60 f (0)270 
        f (4)(0)720 f (5)(0)1080 f (6)(0)720 
所以    

       
           19x30x345x330x49x5x6 

    3 求函数按(x4)的幂展开的带有拉格朗日型余项的3阶泰勒公式 
    解 因为



          


         

所以   

         (01) 
    4 求函数f(x)ln x按(x2)的幂展开的带有佩亚诺型余项的n阶泰勒公式 
    解 因为
       f (x)x1 f (x)(1)x2 f (x)(1)(2)x3      

        

       (k1 2    n1) 
所以



        

    5 求函数按(x1)的幂展开的带有拉格朗日型余项的n阶泰勒公式 
    解 因为
       f(x)x1 f (x)(1)x2 f (x)(1)(2)x3      

       

      (k1 2    n) 

所以   

           

         (01) 
    6 求函数f(x)tan x的带有拉格朗日型余项的3阶麦克劳林公式 
    解 因为
       f (x)sec2x  
       f (x)2sec xsec xtan x2sec2xtan x 
       f (x)4sec xsec xtan2x2sec4x4sec2xtan2x2sec4x 

       f (4)(x)8sec2xtan3x8sec4xtan x8sec4xtan x
       f(0)0 f (0)1 f (0)0 f (0)2 

所以   (01) 
    7 求函数f(x)xex 的带有佩亚诺型余项的n阶麦克劳林公式 
    解 因为
       f (x)exxex 
       f (x)exexxex2exxex  
       f (x)2exexxex3exxex    
       f (n)(x)nexxex; 
       f (k)(0)k (k1 2    n) 

所以   

           



    8 验证当时 按公式计算ex的近似值时 所产生的误差小于001 并求的近似值 使误差小于001

    解 因为公式右端为ex的三阶麦克劳林公式 其余项为

         


所以当时，按公式计算ex的误差

         

         
    9 应用三阶泰勒公式求下列各数的近似值 并估计误差  

    (1)    
    (2)sin18 

    解 (1)设 则f(x)在x027点展开成三阶泰勒公式为

       

           (介于27与x之间) 

于是   

           
其误差为

        

    (2) 已知

       (介于0与x之间) 

所以   sin 18 
其误差为

        
    10 利用泰勒公式求下列极限 

    (1) 

    (2) 

    (3) 

    解 (1) 


因为 所以

        

    (2)

       

    (3)

       


习题34
    1 判定函数f(x)arctan xx 单调性 

    解 因为 且仅当x0时等号成立 所以f(x)在( )内单调减少 
    2 判定函数f(x)xcos x (0x2)的单调性
    解 因为f (x)1sin x0 所以f(x)xcos x在[0 2]上单调增加 
    3 确定下列函数的单调区间
    (1) y2x36x218x7

    (2)(x0) 

    (3) 

    (4)
    (5) y(x1)(x1)3

    (6) 
    (7) yxnex  (n0 x0)
    (8)yx|sin 2x| 
    解 (1) y6x212x186(x3)(x1)0 令y0得驻点x11 x23 
    列表得
	x
	( 1)
	1
	(1 3)
	3
	(3 )

	y
	
	0
	
	0
	

	y
	↗
	
	↘
	
	↗






    可见函数在( 1]和[3 )内单调增加 在[1 3]内单调减少 

    (2) 令y0得驻点x12 x22(舍去) 
    因为当x2时 y0 当0x2时 y0 所以函数在(0 2]内单调减少 在[2 )内单调增加     


    (3) 令y0得驻点 x21 不可导点为x0 
    列表得
	x
	( 0)
	0
	
(0 )
	

	
( 1)
	1
	(1 )

	y
	
	不存在
	
	0
	
	0
	

	y
	↘
	
	↘
	0
	↗
	
	↘




    可见函数在( 0)  [1 )内单调减少 在上单调增加 

    (4)因为 所以函数在( )内单调增加





    (5) y(x1)33(x1)(x1)2 因为当时 y0 当时 y0 所以函数在内单调减少 在内单调增加



    (6) 驻点为 不可导点为 x3a  
    列表得
	x
	

	

	

	

	

	a
	(a )

	y
	+
	不存在
	+
	0
	
	不存在
	

	y
	↗
	
	↗
	
	↘
	
	↗






    可见函数在  (a )内单调增加 在内单调减少 
    (7)yexxn1(nx) 驻点为xn 因为当0xn时 y0 当xn时 y0 所以函数在[0 n]上单调增加 在[n )内单调减少

    (8)(k0 1 2   ) 

       (k0 1 2   ) 



y是以为周期的函数 在[0 ]内令y0 得驻点  不可导点为 
    列表得
	x
	

	

	

	

	

	

	


	y
	+
	0
	
	不存在
	
	0
	

	y
	↗
	
	↘
	
	↗
	
	↘




根据函数在[0 ]上的单调性及y在( )的周期性可知函数在上单调增加 在上单调减少(k0 1 2   )
    4 证明下列不等式

    (1)当x0时 

    (2)当x0时 

    (3)当时 sin xtan x2x 


    (4)当时  
    (5)当x4时 2xx2

    证明 (1)设 则f (x)在[0 )内是连续的 因为


         
所以f (x)在(0 )内是单调增加的 从而当x0时f (x)f (0)0 即

         

也就是  

    (2)设 则f (x)在[0 )内是连续的 因为

     
所以f (x)在(0 )内是单调增加的 从而当x0时f(x)f(0)0 即

         

也就是   

    (3)设f(x)sin xtan x2x 则f(x)在内连续 

         f (x)cos xsec2x2 



    因为在内cos x10 cos2x10 cos x0 所以f (x)0 从而f(x)在内单调增加 因此当时 f(x)f(0)0 即
        sin xtan x2x0 
也就是  sin xtan x2x 


    (4)设 则f(x)在内连续 

       



    因为当时 tan xx tan xx0 所以f (x)在内单调增加 因此当时 f(x)f(0)0 即

         

也就是   
    (5)设f(x)x ln22ln x 则f (x)在[4 )内连续 因为

     
所以当x4时 f (x)0 即f(x)内单调增加 
    因此当x4时 f(x)f(4)0 即x ln22ln x0 也就是2xx2
    5 讨论方程ln xax (其中a0)有几个实根？


    解 设f(x)ln xax 则f(x)在(0 )内连续  驻点为 










    因为当时 f (x)0 所以f(x)在内单调增加 当时 f (x)0 所以f(x)在内单调减少 又因为当x0及x时 f(x) 所以如果 即 则方程有且仅有两个实根 如果 即 则方程没有实根 如果 即 则方程仅有一个实根 
    6 单调函数的导函数是否必为单调函数？研究下面这个例子 
         f(x)xsin x 
    解 单调函数的导函数不一定为单调函数 
    例如f(x)xsin x在()内是单调增加的 但其导数不是单调函数 事实上 
        f (x)1cos x0 
这就明f(x)在( )内是单调增加的 f (x)sin x在( )内不保持确定的符号 故f (x)在( )内不是单调的 

    7 判定下列曲线的凹凸性 
    (1) y4xx2 
    (2) ysh x

    (3)(x0)
    (4) yx arctan x  
    解 (1)y42x y2 
    因为y0 所以曲线在( )内是凸的 
    (2)ych x ysh x 令y0 得x0 
    因为当x0时 ysh x0 当x0时 ysh x0 所以曲线在( 0]内是凸的 在[0 )内是凹的


    (3)  
    因为当x0时 y0 所以曲线在(0 )内是凹的


    (4) 
    因为在( )内 y0 所以曲线yxarctg x在( )内是凹的

    8 求下列函数图形的拐点及凹或凸的区间
    (1)yx35x23x5 
    (2) yxex 
    (3) y(x1)4ex 
    (4) yln(x21)
    (5) yearctan x  
    (6) yx4(12ln x7)

    解 (1)y3x210x3 y6x10 令y0 得 





    因为当时 y0 当时 y0 所以曲线在内是凸的 在内是凹的 拐点为 
    (2)yexxex yexexxexex(x2) 令y0 得x2 
    因为当x2时 y0 当x2时 y0 所以曲线在( 2]内是凸的 在[2 )内是凹的 拐点为(2 2e2)
    (3)y4(x1)3ex y12(x1)2ex 
    因为在( )内 y0 所以曲线y(x1)4ex的在( )内是凹的 无拐点


    (4)  令y0 得x11 x21 
    列表得
     
	x
	( 1)
	1
	(1 1)
	1
	(1 )

	y
	
	0
	
	0
	

	y
	
	ln2
拐点
	
	ln2
拐点
	



    



    可见曲线在( 1]和[1 )内是凸的 在[1 1]内是凹的 拐点为(1 ln2)和(1 ln2) 




    (5) 令y0得 





    因为当时 y0 当时 y<0 所以曲线yearctg x在内是凹的 在内是凸的 拐点是
    (6) y4x3(12ln x7)12x3 y144x2ln x 令y0 得x1 
    因为当0x1时 y0 当x1时 y0 所以曲线在(0 1]内是凸的 在[1 )内是凹的 拐点为(1 7) 
    9 利用函数图形的凹凸性 证明下列不等式

    (1) (x0 y0 xy n1) 

    (2) 

    (3) (x0 y0 xy) 
    证明 (1)设f(t)tn 则f (t)ntn1 f (t)n(n1)t n2 因为当t0时 f (t)0 所以曲线f(t)t n在区间(0 )内是凹的 由定义 对任意的x0 y0 xy有

         

即      
    (2)设f(t)et 则f (t)et f (t)et  因为f (t)0 所以曲线f(t)et在( )内是凹的 由定义 对任意的x y( ) xy有

         

即       

    (3)设f(t)t ln t  则 f (t)ln t1 
    因为当t0时 f (t)0 所以函数f(t)t ln t 的图形在(0 )内是凹的 由定义 对任意的x0 y0 xy 有

           

即        

    10 试证明曲线有三个拐点位于同一直线上


    证明   


    令y0 得x11   
    例表得
	x
	( 1) 
	1
	

	

	

	

	


	y
	
	0
	
	0
	
	0
	

	y
	
	1
	
	

	
	

	




    可见拐点为(1 1)   因为


          
所以这三个拐点在一条直线上 
    11 问a、b为何值时 点(1 3)为曲线yax3bx2的拐点？


    解 y3ax22bx y6ax2b 要使(1 3)成为曲线yax3bx2的拐点 必须y(1)3且y(1)0 即ab3且6a 2b0 解此方程组得 
    12 试决定曲线yax3bx2cxd 中的a、b、c、d 使得x2处曲线有水平切线 (1 10)为拐点 且点(2 44)在曲线上 
    解 y3ax22bxc y6ax2b  依条件有


     即 
解之得a1 b3 c24 d16 
    13 试决定yk(x23)2中k的值 使曲线的拐点处的法线通过原点
    解y4kx312kx y12k(x1)(x1) 令y0 得x11 x21 
    因为在x11的两侧y是异号的 又当x1时y4k 所以点(1 4k)是拐点 



    因为y(1)8k 所以过拐点(1 4k)的法线方程为 要使法线过原点 则(0 0)应满足法线方程 即  
    同理 因为在x11的两侧y是异号的 又当x1时y4k 所以点(1 4k)也是拐点 



    因为y(1)8k 所以过拐点(1 4k)的法线方程为 要使法线过原点 则(0 0)应满足法线方程 即  

    因此当时 该曲线的拐点处的法线通过原点 
    14 设yf(x)在xx0的某邻域内具有三阶连续导数 如果f (x 0)0 而f (x0)0 试问 (x0 f(x0))是否为拐点？为什么？  
    解 不妨设f (x0)0 由f (x)的连续性 存在x0的某一邻域(x0 x0) 在此邻域内有f (x)0 由拉格朗日中值定理 有
        f (x)f (x0)f ()(xx0) (介于x0与x之间) 
即      f (x)f ()(xx0) 
    因为当x0xx0时 f (x)0 当x0xx0 时 f (x)0 所以(x0 f(x0))是拐点 





习题35
    1 求函数的极值 
    (1) y2x36x218x7 
    (2) yxln(1x)  
    (3) yx42x2 

    (4) 

    (5) 

    (6) 
    (7) yex cos x  

    (8) 

    (9) 
    (10) yxtan x  
    解 (1)函数的定义为( ) y6x212x186(x22x3)6(x3)(x1) 驻点为x11 x23 
    列表
	x
	( 1)
	1
	(1 3)
	3
	(3 )

	y
	
	0
	
	0
	

	y 
	↗
	17极大值
	↘
	47极小值
	↗


     可见函数在x1处取得极大值17 在x3处取得极小值47 

    (2)函数的定义为(1 )  驻点为x0 因为当1x0时 y0 当x0时 y0 所以函数在x0处取得极小值 极小值为y(0)0 
    (3)函数的定义为( )  
        y4x34x4x(x21) y12x24
    令y0 得x10 x21 x31  
    因为y(0)40 y(1)80 y(1)80 所以y(0)0是函数的极小值 y(1)1和y(1)1是函数的极大值 
    (4)函数的定义域为( 1] 

         

    令y0 得驻点 



    因为当时 y>0 当时 y<0 所以为函数的极大值 


    (5)函数的定义为( )  驻点为 




    因为当时 y0 当时 y0 所以函数在处取得极大值 极大值为 

    (6)函数的定义为( )  驻点为x10 x22 
    列表
	x
	( 2)
	2
	(2 0)
	0
	(0 )

	y
	
	0
	
	0
	

	y 
	↘
	
极小值
	↗
	极大值
	↘



    可见函数在x2处取得极小值 在x0处取得极大值4 
    (7)函数的定义域为( ) 
    ye x(cos xsin x )  ye xsin x 


    令y0 得驻点  (k0 1 2 ) 


    因为 所以是函数的极大值 


    因为y 所以是函数的极小值 

    (8)函数的定义域为(0 ) 

            
    令y0 得驻点xe  

    因为当x<e时 y>0 当x>e时 y<0 所以为函数f(x)的极大值 

    (9)函数的定义域为( )  因为y0 所以函数在( )是单调
减少的 无极值 

    (10)函数yxtg x 的定义域为(k0 1 2 ) 
因为y1sec 2x >0 所以函数f(x)无极值 

    2 试证明 如果函数yax3bx2cx d 满足条件b2 3ac<0 那么这函数没有极值  
    证明y3a x22b xc 由b2 3ac<0 知a0 于是配方得到

        y3a x22b xc 
    因3acb20 所以当a0时 y0 当a0时 y0 因此yax3bx2cx d是单调函数 没有极值 


    3 试问a为何值时 函数在处取得极值？它是极大值还是极小值？并求此极值  
    解 f (x)acos xcos 3x f (x)asin x3 sin x 



    要使函数f(x)在处取得极值 必有 即 a2  



    当a2时  因此 当a2时 函数f (x)在处取得极值 而且取得极大值 极大值为 
    4 求下列函数的最大值、最小值 
    (1) y=2x33x2  1x4 
    (2) yx48x22 1x3  

    (3) 5x1 
    解 (1)y6x26x6x(x1) 令y0 得x10 x21 计算函数值得
        y(1)5 y(0)0 y(1)1 y(4)80 
经比较得出函数的最小值为y(1)5 最大值为y(4)80 
    (2)y4x316x4x(x24) 令y0 得x10 x22(舍去) x 32 计算函数值得
        y(1)5 y(0)2 y(2)14 y(3)11 
经比较得出函数的最小值为y(2)14 最大值为y(3)11 


    (3) 令y0 得 计算函数值得


          y(1)


经比较得出函数的最小值为 最大值为 
    5 问函数y2x36x218x7(1x4)在何处取得最大值？并求出它的最大值  
    解 y6x212x186(x3)(x1) 函数f(x)在1x4内的驻点为x3 
比较函数值 
        f(1)29  f(3)61  f(4)47 
函数f(x)在x1处取得最大值 最大值为f (1)29 

    6 问函数(x0)在何处取得最小值？   

    解  在( 0)的驻点为x3 因为


         

所以函数在x3处取得极小值 又因为驻点只有一个 所以这个极小值也就是最小值 即函数在x3处取得最小值 最小值为

    7 问函数(x0)在何处取得最大值？

    解  函数在(0 )内的驻点为x1 
    因为当0<x<1时 y>0 当x>1时y<0 所以函数在x1处取得极大值 又因为函数在

(0 )内只有一个驻点 所以此极大值也是函数的最大值 即函数在x1处取得最大值 最大值为f (1) 
    8 某车间靠墙壁要盖一间长方形小屋 现有存砖只够砌20cm长的墙壁 问应围成怎样的长方形才能使这间小屋的面积最大？
    解 设宽为x长为y 则2xy20 y202x 于是面积为
        S xyx(202x)20x2x2 
        S 204x4(10x) S 4 
    令S 0 得唯一驻点x10 
    因为S (10)40 所以x10为极大值点 从而也是最大值点 
    当宽为5米 长为10米时这间小屋面积最大 
    9 要造一圆柱形油罐 体积为V 问底半径r和高h等于多少时 才能使表面积最小？这时底直径与高的比是多少？
    解 由Vr2h 得hV1r2 于是油罐表面积为

        S2r22rh(0x) 

         

    令S 0 得驻点 



    因为 所以S在驻点处取得极小值 也就是最小值 这时相应的高为 底直径与高的比为2r  h1  1 
    10 某地区防空洞的截面拟建成矩形加半圆(如图) 截面的面积为5m2 问底宽x为多少时才能使截面的周长最小 从而使建造时所用的材料最省？  


    解 设矩形高为h  截面的周长S 则  于是


        () 

         

    令S 0 得唯一驻点 


    因为 所以为极小值点 同时也是最小值点 

    因此底宽为时所用的材料最省 
    11 设有重量为5kg的物体 置于水平面上 受力F的作用而开始移动(如图) 设摩擦系数025 问力F与水平线的交角为多少时 才可使力F的大小为最小？
    解 由F cos  (mFsin ) 得


        () 

         
驻点为   arctan  


    因为F 的最小值一定在内取得 而F 在内只有一个驻点  arctan  
所以arctan 一定也是F 的最小值点 从而当arctan02514时 力F 最小 
    12 有一杠杆 支点在它的一端 在距支点01m处挂一重量为49kg的物体 加力于杠杆的另一端使杠杆保持水平(如图) 如果杠杆的线密度为5kg/m 求最省力的杆长?
    解 设杆长为x (m) 加于杠杆一端的力为F 则有


     即 

     
驻点为x14 由问题的实际意义知 F的最小值一定在(0 )内取得 而F在(0 )内只有一个驻点x14 所以F 一定在x14m处取得最小值 即最省力的杆长为14m 

    13 从一块半径为的圆铁片上挖去一个扇形做成一漏斗(如图) 问留下的扇形的中心角取多大时 做成的漏斗的容积最大？
    解 漏斗的底周长l、底半径r、高h 分别为


        lR  
漏斗的容积为

         (0<<2) 


        ，驻点为 

由问题的实际意义 V 一定在(0 2)内取得最大值 而V 在(0 2)内只有一个驻点 所以该驻点一定也是最大值点 因此当时 漏斗的容积最大 

    14 某吊车的车身高为15m 吊臂长15m 现在要把一个6m宽、2m高的屋架 水平地吊到6m高的柱子上去(如图) 问能否吊得上去？







    解 设吊臂对地面的倾角为时 屋架能够吊到的最大高度为h 在直角三角形EDG中
        15sin (h1 5)23tan  

故       

         

    令h0得唯一驻点 

    因为 所以54为极大值点 同时这也是最大值点 

    当54时 m 
    所以把此屋最高能水平地吊至7 5m高 现只要求水平地吊到6m处 当然能吊上去 
    15 一房地产公司有50套公寓要出租 当月租金定为1000元时 公寓会全部租出去 当月租金每增加50元时 就会多一套公寓租不出去 而租出去的公寓每月需花费100元的维修费 试问房租定为多少可获最大收入？
    解 房租定为x元 纯收入为R元 
    当x1000时 R50x5010050x5000 且当x1000时 得最大纯收入45000元 
    当x1000时

        

         

    令R0得(1000 )内唯一驻点x1800 因为 所以1800为极大值点 同时也是最大值点 最大值为R57800 
    因此 房租定为1800元可获最大收入 






习题3-6    
    描绘下列函数的图形 

    1  
    解 (1)定义域为( ) 

    (2) 

       
令y0 得x2 x1 令y0 得x1 x1 
    (3)列表
	x
	( 2)
	2
	(2 1)
	1
	(1 1)
	1
	(1 )

	y
	
	0
	
	
	
	0
	

	y
	
	
	
	0
	
	0
	

	yf(x)
	↘
	

极小值
	↗
	

拐点
	↗
	2
拐点
	↗


    (4)作图 




    2  
    解 (1)定义域为( )
    (2)奇函数 图形关于原点对称 故可选讨论x0时函数的图形 


    (3)  

当x0时 令y0 得x1 令y0 得x0  
    (4)列表
	x
	0
	(0 1)
	1
	
(1 )
	

	
( )

	y
	
	
	0
	
	
	

	y
	0
	
	
	
	0
	

	yf(x)
	0
拐点
	↗
	
极大值
	↘
	

拐点
	↘


    (5)有水平渐近线y0 
    (6)作图 









    3  
    解 (1)定义域为( ) 

    (2) 


令y0 得x1 令y0 得  
    (3)列表
	x
	

	

	

	1
	

	

	


	y
	
	
	
	0
	
	
	

	y
	
	0
	
	
	
	0
	

	yf(x)
	↗
	

拐点
	↗
	1
极大值
	↘
	

拐点
	↘


    (4)有水平渐近线y0
    (5)作图 


    4  
    解 (1)定义域为( 0)(0 ) 


    (2)  

令y0 得 令y0 得x1 





    (3)列表
	x
	( 1)
	1
	(1 0)
	0
	

	

	


	y
	
	
	
	无
	
	0
	

	y
	
	0
	
	无
	
	
	

	yf(x)
	↘
	0
拐点
	↘
	无
	↘
	

极小值
	↗


    (4)有铅直渐近线x0 
    (5)作图 





    5  

    解 (1)定义域为(n0 1 2 )
    (2)是偶函数 周期为2  可先作[0 ]上的图形 再根据对称性作出[ 0)内的图形 最后根据周期性作出[ ]以外的图形 


    (3)  

在[0 ]上 令y0 得x0 x  令y0 得 
    (4)列表
	x
	0
	

	

	

	

	

	

	

	

	y
	0
	
	无
	
	
	
	无
	
	0

	y
	
	
	无
	
	0
	
	无
	
	

	yf(x)
	1
极小值
	↗
	无
	↗
	0
拐点
	↗
	无
	↗
	1
极大值




    (5)有铅直渐近线及 
    (6)作图 







习题37
    1 求椭圆4x2+y2=4在点(0 2)处的曲率
    解 两边对x求导数得


        8x2yy0   
        y|(0 2)0 y|(0 2)2 
所求曲率为

         
    2 求曲线y=lnsec x在点(x y)处的曲率及曲率半径


    解   
所求曲率为

         
曲率半径为

         

    3 求抛物线y=x24x+3在其顶点处的曲率及曲率半径 
    解 y2x4 y2 
    令y0 得顶点的横坐标为x2 
        y|x20 y|x22 
所求曲率为

         
曲率半径为

         
    4 求曲线xa cos3t ya sin 3t在tt0处的曲率  


    解   
所求曲率为

        

        
    5 对数曲线yln x上哪一点处的曲率半径最小？求出该点处的曲率半径 


    解   

        

        

        

    令0 得







    因为当时0 当时 0 所以是的极小值点 同时也最小值点 当时因此在曲线上点处曲率半径最小最小曲率半径为 


    6 证明曲线在点(xy)处的曲率半径为 


    解   
    在点(xy)处的曲率半径为

            

    7 一飞机沿抛物线路径(y轴铅直向上单位为m)作俯冲飞行在坐标原点O处飞机的速度为v200m/s飞行员体重G70Kg求飞机俯冲至最低点即原点O处时座椅对飞行员的反力



    解   y|x00  

     

    向心力(牛顿) 
    飞行员离心力及它本身的重量对座椅的压力为
        79985601246(牛顿)
    8 汽车连同载重共5t 在抛物线拱桥上行驶 速度为216km/h 桥的跨度为10m 拱的矢高为025m  求汽车越过桥顶时对桥的压力  
    解 如图取直角坐标系 设抛物线拱桥方程为yax2 由于抛物线过点(5 025) 代入方程得

         
于是抛物线方程为y0 01x2 
        y002x y002 

         

    向心力为(牛顿)
    因为汽车重为5吨 所以汽车越过桥顶时对桥的压力为
        510398360045400(牛顿)
    *9求曲线yln x在与x轴交点处的曲率圆方程

    *10 求曲线ytan x在点处的曲率圆方程
    *11 求抛物线y22px的渐屈线方程 

总习题三
    1. 填空: 

    设常数k0, 函数在(0, )内零点的个数为________. 
    解 应填写2. 


    提示: , . 
    在(0, )内, 令f (x)0, 得唯一驻点xe .

    因为f (x)0, 所以曲线在(0, )内是凸的, 且驻点xe一定是最大值点, 最大值为f(e)k0. 


    又因为, , 所以曲线经过x轴两次, 即零点的个数为2. 
    2. 选择以下题中给出的四个结论中一个正确的结论: 
    设在[0, 1]上f (x)0, 则f (0), f (1), f(1)f(0)或f(0)f(1)几个数的大小顺序为(      ). 
    (A)f (1)f (0)f(1)f(0);     (B)f (1)f(1)f(0)f (0); 
    (C)f(1)f(0)f (1)f (0);     (D)f (1)f(0)f(1)f (0). 
    解 选择B . 
    提示: 因为f (x)0, 所以f (x)在[0, 1]上单调增加, 从而f (1)f (x)f (0). 
    又由拉格朗日中值定理, 有f(1)f(0)f (), [0, 1], 所以
        f (1) f(1)f(0)f (0).
    3. 列举一个函数f(x)满足: f(x)在ab上连续在(ab)内除某一点外处处可导但在(ab)内不存在点 使f(b)f(a)f ()(ba). 
    解 取f(x)|x|, x[1, 1]. 
    易知f(x)在[1, 1]上连续, 且当x0时f (x)1; 当x0时, f (x)1; f (0)不存在, 即f(x)在[1, 1]上除x0外处处可导. 
    注意f(1)f(1)0, 所以要使f(1)f(1)f ()(1(1))成立, 即f ()0, 是不可能的. 
    因此在(1, 1)内不存在点 使f(1)f(1)f ()(1(1)). 


    4. 设, 求. 
    解 根据拉格朗日中值公式, f(xa)f (x)f ( )a,  介于xa 与x之间. 
    当x 时,   , 于是

        . 
    5. 证明多项式f (x)x33xa在[0, 1]上不可能有两个零点. 
    证明  f (x)3x233(x21), 因为当x(0, 1)时, f (x)<0, 所以f (x)在[0, 1]上单调减少. 因此, f(x) 在[0, 1]上至多有一个零点. 

    6. 设0, 证明多项式f(x)a0a1xanxn在(0,1)内至少有一个零点. 

    证明 设, 则F(x)在[0, 1]上连续, 在(0, 1)内可导, 且
F(0)F(1)0. 由罗尔定理, 在(0, 1)内至少有一个点 , 使F( )0. 而F (x)f(x), 所以f(x)在(0, 1)内至少有一个零点.  
    7. 设f(x)在[0, a]上连续, 在(0, a)内可导, 且f(a)0, 证明存在一点(0, a), 使
f()f ()0.
    证明 设F(x)xf(x), 则F(x)在[0, a ]上连续, 在(0, a )内可导, 且F(0)F(a)0. 由罗尔定理, 在(0, a )内至少有一个点 , 使F( )0. 而F(x)f(x)x f (x), 所以f()f ()0. 

    8. 设0<a<b, 函数f(x)在ab上连续在(ab)内可导试利用柯西中值定理证明存在一点(ab)使. 
    证明 对于f(x)和ln x在[a, b]上用柯西中值定理, 有

        , (a, b), 

即      , (a, b). 
    9. 设f(x)、g(x)都是可导函数, 且|f (x)|<g(x), 证明: 当x>a时, |f(x)f(a)|<g(x)g(a). 

    证明 由条件|f (x)|<g(x)得知, , 且有g(x)>0, g(x)是单调增加的, 当x>a时, 
g(x)>g(a). 

    因为f (x)、g (x)都是可导函数, 所以f (x)、g (x) 在[a, x]上连续, 在(a, x)内可导, 根据柯西中值定理, 至少存在一点(a, x), 使. 

因此, , |f (x)f (a)|<g (x)g (a). 
    10. 求下列极限: 

    (1); 

    (2); 

    (3). 

    (4)(其中a1a2  , an>0)
    解 (1)  (xx)(ex l n x )e x l n x (ln x1)xx (ln x1).  

       

        . 

    (2)

      

    (3), 
因为


        , 
所以

        . 


    (4)令. 则, 因为

        

        
        ln a1ln a2ln anln(a1a2   an). 


即ln(a1a2   an), 从而

    11. 证明下列不等式


    (1)当时 ; 

    (2)当x>0时, . 


    证明 (1)令, . 

    因为, 


所以在内f(x)为单调增加的. 因此当时有]


        , 即. 
    (2)要证(1x)ln(1x)>arctan x , 即证(1x)ln(1x) arctan x >0. 

    设f(x)(1x)ln(1x) arctan x , 则f(x)在[0, )上连续,. 

    因为当x>0时, ln(1x)>0, , 所以f (x)>0, f(x)在[0, )上单调增加. 
    因此, 当x>0时, f(x)>f(0), 而f(0)0, 从而f(x)>0, 即(1x)ln(1x)arctan x>0 . 

    12. 设, 求f(x)的极值. 
    解 x0是函数的间断点. 
    当x<0时, f (x)1; 当x>0时, f (x)2x 2x (ln x 1). 

令f (x)0, 得函数的驻点. 
    列表: 
	x
	(, 0)
	0
	

	

	


	f (x)
	
	不存在
	
	0
	

	f(x)
	↗
	2极大值
	↘
	
极小值
	↗



函数的极大值为f (0)2, 极小值为. 
    13. 求椭圆x2xy y23上纵坐标最大和最小的点. 


    解 2xyxy2yy0, . 当时, y0. 


    将代入椭圆方程, 得, y 2 . 
于是得驻点x1, x1. 因为椭圆上纵坐标最大和最小的点一定存在, 且在驻点处取得, 又当x1时, y 2, 当x1时, y2, 所以纵坐标最大和最小的点分别为(1, 2)和(1, 2). 

    14. 求数列的最大项. 

    解 令(x0), 则

        , 

        , 

        . 
    令f (x)0, 得唯一驻点xe . 
    因为当0xe时, f (x)0; 当xe时, f (x)0, 所以唯一驻点xe为最大值点. 

    因此所求最大项为. 
    15. 曲线弧ysin x (0<x<)上哪一点处的曲率半径最小？求出该点处的曲率半径. 
    解  ycos x, ysin x, 

        (0<x<), 

        

          . 

    在(0, )内, 令0, 得驻点. 




    因为当时, 0; 当时, 0, 所以是的极小值点, 同时也是的最小值点, 最小值为. 
    16. 证明方程x35x20只有一个正根. 并求此正根的近似值使精确到本世纪末103
    解  设f (x)x35x2, 则 
        f (x)3x25, f (x)6x . 

    当x0时, f (x)0, 所以在(0, )内曲线是凹的, 又f(0)2, , 所以在(0, )内方程x35x20只能有一个根. 
    (求根的近似值略)


    17. 设f (x0)存在, 证明. 

    证明 

         

         

         . 
    18. 设f (n)(x0)存在, 且f (x0)f (x0)   f (n)(x0)0, 证明f(x)o[(xx0)n] (xx0). 
    证明 因为

        


        

        , 
所以f(x)o[(xx0)n] (xx0).
    19 设f(x)在(a b)内二阶可导, 且f (x)0. 证明对于(a b)内任意两点x1, x2及0t1, 有f[(1t)x1tx2](1t)f(x1)tf(x2). 
    证明 设(1t)x1tx2x0. 在xx0点的一阶泰勒公式为

        (其中介于x与x0之间). 
    因为f (x)0, 所以
        f(x)f(x0)f (x0)(xx0). 
因此
        f(x1) f(x0)f (x0)(x1x0),  f(x2)f(x0)f (x0)(x2x0). 
于是有
        (1t)f(x1)tf(x2)(1t)[ f(x0)f (x0)(x1x0)]t[f(x0)f (x0)(x2x0)]
        (1t)f(x0)t f(x0)f (x0)[(1t)x1t x2]f (x0)[(1t)x0t x0]
        f(x0)f (x0)x0f (x0)x0 
        f(x0), 
即      f(x0)(1t)f(x1)tf(x2),
所以    f[(1t)x1tx2](1t)f(x1)tf(x2) (0t1). 
    20. 试确定常数a和b, 使f(x)x(ab cos x)sin x为当x0时关于x的5阶无穷小. 
    解 f(x)是有任意阶导数的, 它的5阶麦克劳公式为

        

            . 
    要使f(x)x(ab cos x)sin x为当x0时关于x的5阶无穷小, 就是要使极限

        
存在且不为0. 为此令

        ,  


解之得, . 


    因为当, 时, 

        ,  


所以当,时, f(x)x(ab cos x)sin x为当x0时关于x的5阶无穷小. 


习题41
    1. 求下列不定积分: 

    (1); 

    解 . 

    (2); 

    解 . 

    (3);

    解 . 

    (4);

    解 . 

    (5); 

    解 . 

    (6);

    解 . 

    (7);

    解 . 

    (8);

    解 . 

    (9)(g是常数); 

    解 . 

    (10);

    解 . 

    (11);

    解 . 

    (12);

    解 

        . 

    (13); 

    解 . 

    (14);

    解 . 

    (15);

    解 . 

    (16);

    解 . 

    (17);

    解 . 

    (18);

    解 . 

    (19); 

    解 . 


    (20);

    解 . 

    (21);

    解 . 


    (22); 

    解 . 

    (23); 

    解 . 


    (24);

    解 . 


    (25);

    解 . 


    (26);


    解 . 
    2. 一曲线通过点(e2, 3), 且在任一点处的切线的斜率等于该点横坐标的倒数, 求该曲线的方程.
    解 设该曲线的方程为yf(x), 则由题意得

        , 

所以    . 
    又因为曲线通过点(e2, 3), 所以有321
        3f(e 2)ln|e 2|C2C, 
        C321. 
于是所求曲线的方程为
        yln|x|1. 
    3. 一物体由静止开始运动, 经t秒后的速度是3t2(m/s), 问
    (1)在3秒后物体离开出发点的距离是多少？
    (2)物体走完360m需要多少时间？

    解 设位移函数为ss(t), 则sv3 t2, . 
    因为当t0时, s0, 所以C0. 因此位移函数为st 3. 
    (1)在3秒后物体离开出发点的距离是ss(3)3327. 

    (2)由t 3360, 得物体走完360m所需的时间s. 


    4. 证明函数, exshx和exchx都是的原函数. 

    证明 . 



    因为, 所以是的原函数.
    因为
        (exshx)exshxexchxex(shxchx)

           , 

所以exshx是的原函数.
        因为
        (exchx)exchxexshxex(chxshx)

           , 

所以exchx是的原函数.





习题42

    1. 在下列各式等号右端的空白处填入适当的系数使等式成立(例如: 
    (1) dxd(ax); 

    解dxd(ax). 
    (2) dx  d(7x3);

    解dx  d(7x3). 
    (3) xdx  d(x2);

    解xdx  d(x2). 
    (4) xdx  d(5x2);

    解xdx  d(5x2). 

    (5); 

    解 . 
    (6)x3dx  d(3x42);

    解x3dx  d(3x42). 
    (7)e 2x dx  d(e2x);

    解e 2x dx  d(e2x). 

    (8); 

    解 . 

    (9); 

    解 . 

    (10); 

    解 . 

    (11); 

    解 . 

    (12); 

    解 . 

    (13); 

    解 . 

    (14). 

    解 . 
    2. 求下列不定积分(其中a, b, , 均为常数): 

    (1);

    解 . 

    (2); 

    解 . 

    (3);

    解 . 

    (4);

    解 . 

    (5);

    解 . 

    (6);

    解 . 

    (7);


    解 . 

    (8);

    解 . 

    (9);


    解 

       . 

    (10);

    解 . 

    (11);


    解 . 


    (12);

    解 

    (13);

    解 . 

    (14);

    解 . 

    (15);

    解 . 

    (16);

    解 . 

    (17);

    解 . 

    (18);

    解 

        . 

    (19);

    解 


       . 


    (20);

    解 . 

    (21);

    解 

        

        . 

    (22);

    解 . 

    (23);

    解 . 

    (24);

    解 . 

    (25);


    解 . 

    (26);

    解 . 

    (27);

    解 . 

    (28);

    解 

        . 

    (29);

    解 . 

    (30);

    解 . 

    (31);

    解 . 

    (32);

    解 . 

    (33);

    解 

        . 


    (34)(>0);

    解 , 

        . 

    (35);

    解 . 



或     . 

    (36);


    解 . 

    (37);

    解 

        . 


    (38);

    解 . 

    (39);

    解 

        . 

    (40). 

    解 

        

        . 
   




习题43
    求下列不定积分: 

    1. ; 

    解 . 

    2. ;

    解 . 

    3. ; 

    解 

        

        . 

    4. ; 

    解 

        . 

    5. ; 

    解 

        . 

    6. ; 
    解 因为
        

        

        , 

所以    . 

    7. ; 
    解 因为

        

        

        

        , 

所以    . 

    8. ; 

    解 . 

    9. ; 

    解 

        

        . 

    10. 

    解 

        .  

    11. ; 

    解 

        .     

    12. ; 

    解 

        . 

    13. ; 

    解 

        . 

    14. ; 

    解 

        . 

    15. ; 

    解 

        

        . 

    16. ; 

    解 

        

        .   

    17. ; 

    解 

        

        

        . 

    18. ; 

    解 

        

        

        

        . 

    19. ; 

    解 

        

        

        

        . 

    20. ; 
    解 因为

        

        

        , 

所以    . 

    21. ; 

    解 

        

        

        . 

    22. . 

    解 , 

而     

        , 

       , 

所以   . 



    习题44
    求下列不定积分: 

    1. ;

    解 

        

        . 

    2. ;

    解 . 

    3. ;

    解 

        

        . 

    4. ;

    解 

        

        . 

    5. ;

    解 

        . 

    6. ;

    解 

        

        . 

    7. ;

    解 . 

    8. ;

    解 

        

        

        . 

    9. ;

    解 

        

        

        . 

    10. ;


    解 

        

        

        

        . 

    11. ;

    解 

        

        , 
因为

        , 

而           
由递推公式

        , 

得      

        , 


所以    

        . 


    12. ;

    解 

        . 

    13. ;

    解 

        . 
或      

        . 

    14. ;

    解 

        

        . 

或      

        

        . 

    15. ;

    解 . 

或      

        . 

    16. ;

    解 

        . 

或      

        

        . 

    17. ;

    解 

        . 

    18. ; 

    解 . 

    19. ; 

    解 

        

        . 

    20. ; 

    解 

        

        . 

    21. ;



    解 令, 则, , 

        

        

        . 

    22. . 



    解 令, 则, , 代入得

        . 


    总习题四
    求下列不定积分(其中a, b为常数): 

    1. ; 

    解 . 

    2. ; 

    解 . 

    3. (a>0); 

    解 . 

    4. ; 

    解 . 

    5. ; 

    解 . 

    6. ; 

    解 . 

    7. ; 


    解 

        

        . 

    8. ; 

    解 

        

        

        . 

    9. ; 

    解 . 

    10. ; 

    解 

        . 

    11. ; 

    解 . 

    12. ; 

    解 

        . 

    13. ; 
    解 因为

        

        , 

所以    

        . 

    14. ; 

    解 . 

        . 

    15. ; 

    解 

        . 

    16. ; 

    解 

        

        

        . 

    17. ; 

    解 

        

        

        . 

    18. ; 

    解 

        

        

        

        . 

    19. ; 

    解 

        

        . 

    20. ; 

    解 

        . 

    21. ; 

    解 

        

        

        . 

    22. ; 

    解 . 

    23. ; 

    解 . 
    提示: 已知递推公式

        . 

    24. ; 

    解 

        

        

        . 

    25. ; 

    解 

        

        . 

    26. ; 

    解 

        . 

    27. ; 

    解 

        

        . 

    28. ; 

    解 

        

        

        

        . 

    29. ; 

    解 

        . 

    30. ; 

    解 

        

        . 

    31. ; 

    解 

        

        . 

    32. ; 

    解 

        

        

        

        . 

    33. ; 

    解 

        

        

        

        

        . 

    34. ; 
    解 因为

        

所以    

        . 

    35. ; 

    解 

        

        

        . 

    36. ; 

    解 

        

        

        

        

        

        

        . 

    37. ; 

    解 
        ln|sin x|ln|1sin x|Cln|csc x1|C . 

    38. ; 

    解 

        . 

    39. ; 

    解 令, 则

        

        

        . 

    40. ; 

    解 

        

        

        

        . 


习题51   
    1 利用定积分定义计算由抛物线y=x21 两直线x=a、x=b(ba)及横轴所围成的图形的面积 


    解 第一步 在区间[a b]内插入n1个分点(i1 2    n1) 把区间[a b]分成n个长度相等的小区间 各个小区间的长度为 (i1 2    n) 

     第二步 在第i个小区间[xi1 xi] (i1 2    n)上取右端点 作和

       

        

        

         

    第三步 令max{x1 x2     xn} 取极限得所求面积

        

        

        
    2 利用定积分定义计算下列积分 

    (1)(a<b) 

    (2) 



    解 (1)取分点为(i1 2    n1) 则(i1 2    n) 在第i 个小区间上取右端点 (i1 2    n) 于是 

        

         



    (2)取分点为(i1 2    n1) 则(i1 2    n) 在第i 个小区间上取右端点 (i1 2    n) 于是

        

         
    3 利用定积分的几何意义 说明下列等式 

    (1) 

    (2) 

    (3) 

    (4) 

    解 (1)表示由直线y2x、x轴及直线x1所围成的面积 显然面积为1 



    (2)表示由曲线、x轴及y轴所围成的四分之一圆的面积 即圆x2y21的面积的 

         
    (3)由于ysin x为奇函数 在关于原点的对称区间[ ]上与x轴所夹的面积的代数和为零 即   

         



    (4) 表示由曲线ycos x与x轴上一段所围成的图形的面积 因为cos x为偶函数 所以此图形关于y轴对称 因此图形面积的一半为 即

         
    4 水利工程中要计算拦水闸门所受的水压力 已知闸门上水的压强p(单位面积上的压力大小)是水深h的函数 且有p98h (kN/m2) 若闸门高H3m 宽L2m 求水面与闸门顶相齐时闸门所受的水压力P 


    解 建立坐标系如图 用分点(i1 2    n1)将区间[0 H]分为n分个小区间 各小区间的长为(i1 2    n) 
    在第i个小区间[xi1 xi]上 闸门相应部分所受的水压力近似为 
        Pi98x ilx i  
    闸门所受的水压力为

         
    将L2 H3代入上式得P882(千牛) 
    5 证明定积分性质

    (1) 

    (2) 

    证明 (1) 

    (2) 
    6 估计下列各积分的值 

    (1) 

    (2) 

    (3) 

    (4) 
    解 (1)因为当1x4时 2x2117 所以

         

即       

    (2)因为当时 11sin2x2 所以

         

即       

    (3)先求函数f(x)x arctan x在区间上的最大值M与最小值m 



     因为当时 f (x)0 所以函数f(x)x arctan x在区间上单调增加 于是


          


因此     

即       

    (4)先求函数在区间[0 2]上的最大值M与最小值m 


     驻点为 


    比较f(0)1 f(2)e 2 得 Me 2 于是

         

即         

    
    7 设f(x)及g(x)在[a b]上连续 证明

    (1)若在[a b]上  f(x)0 且 则在[a b]上f(x)0 

    (2)若在[a b]上 f(x)0 且f(x)≢0 则 

    (3)若在[a b]上 f(x)g(x) 且 则在[a b]上f(x)g(x) 
    证明 (1)假如f(x)≢0 则必有f(x)0 根据f(x)在[a b]上的连续性 在[a b]上存在一点x0 使f(x0)0 且f(x0)为f(x)在[a b]上的最大值 

    再由连续性 存在[c d][a b] 且x0[c d] 使当x[c d]时  于是

         

这与条件相矛盾 因此在[a b]上f(x)0 
    (2)证法一 因为f(x)在[a b]上连续 所以在[a b]上存在一点x0 使f(x0)0 且f(x0)为f(x)在[a b]上的最大值 

    再由连续性 存在[c d][a b] 且x0[c d] 使当x[c d]时  于是

        



    证法二 因为f(x)0 所以 假如不成立 则只有 

根据结论(1) f(x)0 矛盾 因此 
    (3)令F(x)g(x)f(x) 则在[a b]上F(x)0且

         
由结论(1) 在[a b]上F(x)0 即f(x)g(x)
    4 根据定积分的性质及第7题的结论 说明下列积分哪一个的值较大 


    (1)还是？


    (2)还是？


    (3)还是？


    (4)还是？


    (5)还是？

    解 (1)因为当0x1时 x2x3 所以 

    又当0x1时 x2x3 所以 

    (2)因为当1x2时 x2x3 所以 

    又因为当1x2时 x2x3 所以

    (3)因为当1x2时 0ln x1 ln x(ln x)2 所以

    又因为当1x2时 0ln x1 ln x(ln x)2 所以

    (4)因为当0x1时 xln(1x) 所以 

    又因为当0x1时 xln(1x) 所以

    (5)设f(x)ex1x 则当0x1时f (x) ex10 f(x)ex1x是单调增加的 因此当0x1时 f(x)f(0)0 即ex1x 所以

    又因为当0x1时 ex1x 所以 
习题52


    1 试求函数当x0及时的导数 

    解  当x0时 ysin00 


当时  


    2 求由参数表示式 所给定的函数y对x的导数 

    解 x(t)sin t  y(t)cos t   


    3 求由所决定的隐函数y对x的导数 
    解 方程两对x求导得

         

于是      

    4 当x为何值时 函数有极值？

    解  令I (x)0 得x0 
    因为当x0时 I (x)0 当x0时 I (x)0 
所以x0是函数I(x)的极小值点 
    5 计算下列各导数 

    (1) 

    (2) 

    (3) 

    解 (1)

        

    (2)

        

        

         

    (3)

       

       

       

       

       

    6 计算下列各定积分

    (1) 

    解  

    (2) 

    解  

    (3) 

    解 

         

    (4) 

    解  

    (5) 

    解  

    (6) 

    解  

    (7) 

    解  

    (8) 

    解 

         

    (9) 

    解  

    (10) 

    解  

    (11) 

    解 

        cos cos0cos2cos4  


    (12) 其中 

    解  
    7 设k为正整数 试证下列各题 

    (1) 

    (2) 

    (3) 

    (4) 

    证明 (1) 

    (2)

           

    (3) 

    (4) 
    8 设k及l为正整数 且kl  试证下列各题 

    (1) 

    (2) 

    (3) 

    证明 (1)

         

    (2)

         

    (3) 

         
    9 求下列极限

    (1) 

    (2) 

    解 (1) 

    (2)

        

         


    10 设 求在[0 2]上的表达式 并讨论(x)在(0 2)内的连续性 

    解 当0x1时  

    当1x2时  

因此     


    因为  

     
所以(x)在x1处连续 从而在(0 2)内连续 


    11 设 求在( )内的表达式 
    解 当x0时 

         
    当0x时 

         
    当x时 

        

         

因此     
    12 设f(x)在[a b]上连续 在(a b)内可导且f (x)0 

          
证明在(a b)内有F (x)0 

    证明 根据积分中值定理 存在[a x] 使 于是有

       

        

         
    由f (x)0可知f(x)在[a b]上是单调减少的 而ax 所以f(x)f()0 又在(a b)内 xa0 所以在(a b)内 

         



习题53
    1 计算下列定积分

    (1)

    解  

    (2)

    解  

    (3)

    解 

         

    (4)

    解 

         

    (5)

    解 

         

    (6)

    解 

         

    (7)

    解 

         

    (8)

    解  

    (9)

    解 

         

    (10)

    解 

         

    (11)

    解  

    (12)  

    解  

    (13)

    解  

    (14)

    解  

    (15)

    解  

    (16)

    解  

    (17) 

    解  

    (18)

    解  

    (19)

    解 

        

    (20) 

    解  
    2 利用函数的奇偶性计算下列积分

    (1)

    解 因为x 4sin x在区间[ ]上是奇函数 所以 

    (2)

    解 

        

         

    (3)

    解 

         

    (4) 


    解 因为函数是奇函数 所以 

    3 证明  其中(u)为连续函数 
    证明 因为被积函数(x2)是x的偶函数 且积分区间[a a]关于原点对称 所以有

         

    4 设f(x)在[b b]上连续 证明 
    证明 令xt 则dxdt 当xb时tb 当xb时tb 于是

         

而       

所以     

    5 设f(x)在[a b]上连续 证明 
    证明 令xabt 则dxd t 当xa时tb 当xb时ta 于是

         

而       

所以     

    6 证明  



    证明  令 则 当xx时 当x1时t1 于是

         

而       

所以     


    7 证明  

    证明 令1xt  则 

即 

    8 证明  

    证明  

而       

所以     

    9 设f(x)是以l为周期的连续函数 证明的值与a无关 
    证明 已知f(xl)f(x) 

         

而       

所以     

因此的值与a无关


    10 若f(t)是连续函数且为奇函数 证明是偶函数 若f(t)是连续函数且为偶函数 证明是奇函数 

    证明 设 
    若f(t)是连续函数且为奇函数 则f(t)f(t) 从而

         

即是偶函数 
    若f(t)是连续函数且为偶函数 则f(t)f(t) 从而

         

即是奇函数 
    
    11 计算下列定积分

    (1)

    解  

    (2)

    解  

    (3)(为常数)

    解 

         

    (4)

    解 

         

    (5)

    解 

         

    (6)

    解 

         

    (7) 

    解 

        

所以     
于是    

    (8)

    解 

         

    (9)

    解 

        

         

    (10)

    解法一  


因为    

        

         

所以     

因此     

    解法二 

        

         

故       

    (11)

    解 

         

    (12)(m为自然数)

    解  

    根据递推公式 

         

    (13)(m为自然数) 
    解 因为

         

所以    (用第8题结果) 

    根据递推公式 

         
    习题57
    1 判别下列各反常积分的收敛性 如果收敛 计算反常积分的值 

    (1) 
    解 因为 

         


所以反常积分收敛 且 

    (2) 


    解 因为 所以反常积分发散 

    (3)(a0) 
    解 因为

         


所以反常积分收敛 且 

    (4)(p1)
    解 因为

         


所以反常积分收敛 且 

    (5)(p0 0)

    解 

        


        

所以     

    (6)

    解  

    (7) 
    解 这是无界函数的反常积分 x1是被积函数的瑕点 

         

    (8) 
    解 这是无界函数的反常积分 x1是被积函数的瑕点 因为

         

而       

所以反常积分发散 

    (9)
    解 这是无界函数的反常积分 x1是被积函数的瑕点 

        

         

    (10)
    解 这是无界函数的反常积分 xe是被积函数的瑕点 

         

    2 当k为何值时 反常积分收敛? 当k为何值时 这反常积分发散? 又当k 为何值时 这反常积分取得最小值? 

    解 当k1时  

    当k1时  

    当k1时  


    因此当k1时 反常积分收敛 当k 1时 反常积分发散 

    当k1时 令 则

         

    令f (k)0得唯一驻点 




    因为当时f (k)0 当时f (k)0 所以为极小值点 同时也是最小值点 即当时 这反常积分取得最小值

    3 利用递推公式计算反常积分
    解 因为

         
所以    I n n(n1)(n2)  2I1 

又因为   
所以    I n n(n1)(n2)  2I1n! 


总习题五
    1 填空 
    (1)函数f(x)在[a b]上(常义)有界是f(x)在[a b]上可积的______条件 而f(x)在[a b]上连续是f(x)在[a b]上可积______的条件 
    解 函数f(x)在[a b]上(常义)有界是f(x)在[a b]上可积的___必要___条件 而f(x)在[a b]上连续是f(x)在[a b]上可积___充分___的条件 


    (2)对[a +)上非负、连续的函数f(x) 它的变上限积分在[a +)上有界是反常积分收敛的______条件 


    解 对[a +)上非负、连续的函数f(x) 它的变上限积分在[a +)上有界是反常积分收敛的___充分___条件 


    (3)绝对收敛的反常积分一定______ 

    解 绝对收敛的反常积分一定___收敛___ 


    (4)函数f(x)在[a b]上有定义且|f(x)|在[a b]上可积 此时积分______存在 

    解 函数f(x)在[a b]上有定义且|f(x)|在[a b]上可积 此时积分___不一定___存在 

    2 计算下列极限 

    (1) 

    解 

    (2)(p0) 

    解 

    (3)

    解  

        

        

        

    (4) 其中f(x)连续 

    解法一  (用的是积分中值定理) 

    解法二  (用的是洛必达法则)

    (5) 

    解  
    3 下列计算是否正确 试说明理由 

    (1) 

    解 计算不正确 因为在[1 1]上不连续 


    (2)因为 所以 

    解 计算不正确 因为在1 1]上不连续 

    (3) 
    解 不正确 因为

         

    4 设p0 证明 

    证明  因为

         


而        

所以     
    5 设f (x)、g (x)在区间[a b]上均连续 证明

    (1) 
    证明 因为[f(x)g(x)]20 所以2g 2(x)2 f(x)g(x)f 2(x)0 从而

         
    上式的左端可视为关于的二次三项式 因为此二次三项式大于等于0 所以其判别式小于等于0 即

         

亦即     

    (2) 

    证明 

          

又   

所以     

    6 设f (x)在区间[a b]上连续 且f (x)0 证明 



    证明 已知有不等式 在此不等式中 取  则有

         

即      
    7 计算下列积分 

    (1) 

    解 

         

    (2) 

    解 

         

    令 则

         

所以     

    (3) 
    解 令xa sin t 则

         

    又令 则

         

所以     

    (4) 

    解 

        

        

    (5) 

    解 

         

    8 设f(x)为连续函数 证明 

    证明  

            

           

    9 设f(x)在区间[a b]上连续 且f(x)0  x[a b] 证明 
    (1)F (x)2 
    (2)方程F(x)0在区间(a b)内有且仅有一个根 

    证明 (1) 
    (2)因为f(x)0 ab 所以


          
由介值定理知F(x)0在(a b)内有根 又F(x)2 所以在(a b)内仅有一个根 


    10 设  求 

    解 

         
    11 设f(x)在区间[a b]上连续 g(x)在区间[a b]上连续且不变号 证明至少存在一点
x[a b] 使下式成立

        (积分第值定理) 
    证明 若g(x)0 则结论题然成立 
    若g(x)0 因为g(x)不变号 不妨设g(x)0 
    因f(x)在[a b]上连续 所以f(x)在[a b]上有最大值M和最小值m即
        mf(x)M 
因此有  mg(x)f(x)g(x)Mg(x) 
根据定积分的性质 有

         

或       
    因为f(x)在[a b]上连续 根据介值定理 至少存在一点x(a b) 使

         

即       


    *12(1)证明 

   证明   


 =



(2)证明

习题62
    1 求图621 中各画斜线部分的面积 
    (1)

    解 画斜线部分在x轴上的投影区间为[0 1] 所求的面积为

        .
    (2) 
    解法一 画斜线部分在x轴上的投影区间为[0 1] 所求的面积为

         
    解法二 画斜线部分在y轴上的投影区间为[1 e] 所求的面积为

         
    (3) 
    解 画斜线部分在x轴上的投影区间为[3 1] 所求的面积为

         
    (4) 

    解 画斜线部分在x轴上的投影区间为[1 3] 所求的面积为

         
    2. 求由下列各曲线所围成的图形的面积 

    (1) 与x2y28(两部分都要计算) 
    解 

        

            

         

    (2)与直线yx及x2 
    解 
    所求的面积为

         
    (3) yex yex与直线x1 
    解 
    所求的面积为

         
    (4)y=ln x, y轴与直线y=ln a, y=ln b (b>a>0).
    解 
    所求的面积为

        
3 求抛物线yx24x3及其在点(0 3)和(3 0)处的切线所围成的图形的面积 
    解 

        y2 x4 
    过点(0, 3)处的切线的斜率为4 切线方程为y4(x3) 
    过点(3, 0)处的切线的斜率为2 切线方程为y2x6 

    两切线的交点为 所求的面积为

         

    4 求抛物线y2=2px及其在点处的法线所围成的图形的面积
    解 
    2yy2p  


    在点处  法线的斜率k1 


法线的方程为 即 


求得法线与抛物线的两个交点为和 
法线与抛物线所围成的图形的面积为

         
5 求由下列各曲线所围成的图形的面积
(1)2acos 
    解 
    所求的面积为

        a2 
    (2)xacos3t, yasin3t;
    解   
    所求的面积为

        

           









    (3)=2a(2+cos )
    解 
    所求的面积为

         
    6 求由摆线xa(tsin t) ya(1cos t)的一拱(0t2)与横轴所围成的图形的面积 
    解 
    所求的面积为

        

           
    7 求对数螺线ae()及射线所围成的图形面积 
    解
    所求的面积为

        
8 求下列各曲线所围成图形的公共部分的面积 
(1)3cos 及1cos
    解
    


    曲线3cos 与1cos交点的极坐标为  由对称性 所求的面积为

          


    (2)及 
    解



    曲线与的交点M的极坐标为M 所求的面积为

     





    9 求位于曲线y=ex下方该曲线过原点的切线的左方以及x轴上方之间的图形的面积
    解 设直线ykx与曲线yex相切于A(x0 y0)点 则有

         
求得x01 y0e ke 
    所求面积为

         
10 求由抛物线y24ax与过焦点的弦所围成的图形的面积的最小值 
    解 设弦的倾角为 由图可以看出 抛物线与过焦点的弦所围成的图形的面积为

        

    显然当时 A10 当时 A10 
    因此 抛物线与过焦点的弦所围成的图形的面积的最小值为

         
11 把抛物线y24ax及直线xx0(x00)所围成的图形绕x轴旋转 计算所得旋转体的体积 
    解 所得旋转体的体积为

         


12 由yx3 x2 y0所围成的图形 分别绕x轴及y轴旋转 计算所得两个旋转体的体积 
    解 绕x轴旋转所得旋转体的体积为

        
    绕y轴旋转所得旋转体的体积为

        

        

13 把星形线所围成的图形 绕x轴旋转 计算所得旋转体的体积
    解 由对称性 所求旋转体的体积为

        

         

    14 用积分方法证明图中球缺的体积为 

    证明  

           


    15 求下列已知曲线所围成的图形 按指定的轴旋转所产生的旋转体的体积 


    (1)  绕y轴 

    解  

    (2) x0 xa y0 绕x轴 

    解 

       

        

    (3) 绕x 轴 

    解 

        
    (4)摆线xa(tsin t) ya(1cos t)的一拱 y0 绕直线y2a 

    解 

       

        

    16 求圆盘绕xb(b>a>0)旋转所成旋转体的体积 

    解 

        
    17 设有一截锥体 其高为h 上、下底均为椭圆 椭圆的轴长分别为2a、2b和2A、2B 求这截锥体的体积 
    解 建立坐标系如图 过y轴上y点作垂直于y轴的平面 则平面与截锥体的截面为椭圆 易得其长短半轴分别为


          

截面的面积为 
于是截锥体的体积为

         
    18 计算底面是半径为R的圆 而垂直于底面上一条固定直径的所有截面都是等边三角形的立体体积 

    解 设过点x且垂直于x轴的截面面积为A(x) 由已知条件知 它是边长为的等边三角形的面积 其值为

         

所以     
    19 证明 由平面图形0axb 0yf(x)绕y轴旋转所成的旋转体的体积为

         
    证明 如图 在x处取一宽为dx的小曲边梯形 小曲边梯形绕y轴旋转所得的旋转体的体积近似为2xf(x)dx 这就是体积元素 即
        dV2xf(x)dx 
于是平面图形绕y轴旋转所成的旋转体的体积为

         
    20 利用题19和结论 计算曲线ysin x(0x)和x轴所围成的图形绕y轴旋转所得旋转体的体积 

    解  

    21 计算曲线yln x上相应于的一段弧的长度 

    解  


令 即 则

        

    22 计算曲线上相应于1x3的一段弧的长度 


    解   


          
所求弧长为

         


    23 计算半立方抛物线被抛物线截得的一段弧的长度 



    解 由得两曲线的交点的坐标为  

所求弧长为 
    因为



        
所以

         
    24 计算抛物线y22px 从顶点到这曲线上的一点M(x y)的弧长 

    解 

       

        


    25 计算星形线 的全长 
    解 用参数方程的弧长公式 

       

        

         
    26 将绕在圆(半径为a)上的细线放开拉直 使细线与圆周始终相切 细线端点画出的轨迹叫做圆的渐伸线 它的方程为


          
计算这曲线上相应于t从0变到的一段弧的长度 
    解 由参数方程弧长公式

       

        
    27 在摆线xa(tsin t) ya(1cos t)上求分摆线第一拱成1 3的点的坐标 
    解 设t从0变化到t0时摆线第一拱上对应的弧长为s(t0) 则

        

         
    当t02时 得第一拱弧长s(2)8a 为求分摆线第一拱为1 3的点为A(x y) 令

         

解得 因而分点的坐标为

    横坐标 

    纵坐标 

故所求分点的坐标为 

    28 求对数螺线相应于自0到的一段弧长
    解 用极坐标的弧长公式 

       

         


    29 求曲线1相应于自至的一段弧长 
    解 按极坐标公式可得所求的弧长

        

         
    30 求心形线a(1cos 的全长
    解 用极坐标的弧长公式 

       

        
习题63
    1 由实验知道 弹簧在拉伸过程中 需要的力F(单位 N)与伸长量s(单位 cm)成正比 即Fks (k为比例常数) 如果把弹簧由原长拉伸6cm 计算所作的功 
    解 将弹簧一端固定于A 另一端在自由长度时的点O为坐标原点 建立坐标系 功元素为dWksds 所求功为

    k(牛厘米) 
    2 直径为20cm、高80cm的圆柱体内充满压强为10N/cm2的蒸汽 设温度保持不变 要使蒸汽体积缩小一半 问需要作多少功？
    解 由玻马定律知 

         
    设蒸气在圆柱体内变化时底面积不变 高度减小x厘米时压强 为P(x)牛/厘米2 则


          

    功元素为 
所求功为

       (J) 
    3 (1)证明 把质量为m的物体从地球表面升高到h处所作的功是

         
其中g是地面上的重力加速度 R是地球的半径 
    (2)一颗人造地球卫星的质量为173kg 在高于地面630km处进入轨道 问把这颗卫星从地面送到630的高空处 克服地球引力要作多少功？已知g98m/s2 地球半径R6370km 
    证明 (1)取地球中心为坐标原点 把质量为m的物体升高的功元素为

         
所求的功为

         

    (2)(kJ) 

    4 一物体按规律作直线运动 媒质的阻力与速度的平方成正比 计算物体由x0移至xa时 克服媒质阻力所作的功 

    解 因为 所以



         阻力 而 所以

         
    功元素dWf(x)dx 所求之功为

         
    5 用铁锤将一铁钉击入木板 设木板对铁钉的阻力与铁钉击入木板的深度成正比 在击第一次时 将铁钉击入木板1cm 如果铁锤每次打击铁钉所做的功相等 问锤击第二次时 铁钉又击入多少？
    解 设锤击第二次时铁钉又击入hcm 因木板对铁钉的阻力f与铁钉击入木板的深度x(cm)成正比 即fkx 功元素dWf dxkxdx 
击第一次作功为

         
击第二次作功为

         

    因为 所以有

         

解得(cm) 
    6 设一锥形贮水池 深15m 口径20m 盛满水 今以唧筒将水吸尽 问要作多少功？

    解 在水深x处 水平截面半径为 功元素为

         
所求功为

        

        
          1875(吨米)57785.7(kJ) 
    7 有一闸门 它的形状和尺寸如图 水面超过门顶2m 求闸门上所受的水压力 
    解 建立x轴 方向向下 原点在水面 
    水压力元素为

         
闸门上所受的水压力为

        (吨)=205 8(kN) 
    8 洒水车上的水箱是一个横放的椭圆柱体 尺寸如图所示 当水箱装满水时 计算水箱的一个端面所受的压力 


    解 建立坐标系如图 则椭圆的方程为

         
    压力元素为

         
所求压力为

        

          (吨)17.3(kN) 

(提示 积分中所作的变换为)
    9 有一等腰梯形闸门 它的两条底边各长10m和6m 高为20m 较长的底边与水面相齐 计算闸门的一侧所受的水压力 
    解 建立坐标系如图 直线AB的方程为

         
    压力元素为

         
所求压力为

        (吨)14388(千牛) 
    10 一底为8cm、高为6cm的等腰三角形片 铅直地沉没在水中 顶在上 底在下且与水面平行 而顶离水面3cm 试求它每面所受的压力 
    解 建立坐标系如图 

    腰AC的方程为 压力元素为

         
所求压力为

        (克)(牛)
    11 设有一长度为l、线密度为的均匀细直棒 在与棒的一端垂直距离为a单位处有一质量为m的质点M 试求这细棒对质点M的引力 
   解 建立坐标系如图 在细直棒上取一小段dy 引力元素为

         
dF在x轴方向和y轴方向上的分力分别为

         

     

     
    12 设有一半径为R、中心角为 的圆弧形细棒 其线密度为常数 在圆心处有一质量为m的质点F 试求这细棒对质点M的引力 
    解 根据对称性 Fy0 

    

        

    

       

    引力的大小为 方向自M点起指向圆弧中点 




总 习 题 六

    1 一金属棒长3m 离棒左端xm处的线密度为
(kg/m) 问x为何值时 [0 x]一段的质量为全棒质量的一半?

    解 x应满足 


    因为  

所以     

        (m) 
    2 求由曲线asin  a(cossin)(a>0)所围图形公共部分的面积 

    解 

         



    3 设抛物线通过点(0 0) 且当x[0 1]时 y0 试确定a、b、c的值 使得抛物线与直线x1 y0所围图形的面积为  且使该图形绕x轴旋转而成的旋转体的体积最小 

    解 因为抛物线通过点(0 0) 所以c0 从而

         

    抛物线与直线x1 y0所围图形的面积为

         


令 得 
    该图形绕x轴旋转而成的旋转体的体积为

        

         


    令 得 于是b2 

    4 求由曲线与直线x4 x轴所围图形绕y轴旋转而成的旋转体的体积 
    解 所求旋转体的体积为

         

    5 求圆盘绕y轴旋转而成的旋转体的体积 

    解 

         


    6 抛物线被圆所需截下的有限部分的弧长 



    解 由解得抛物线与圆的两个交点为  于是所求的弧长为

        

         
    7 半径为r的球沉入水中 球的上部与水面相切 球的比重与水相同 现将球从水中取出 需作多少功?
    解 建立坐标系如图 将球从水中取出时 球的各点上升的高度均为2r 在x处取一厚度为dx的薄片 在将球从水中取出的过程中 薄片在水下上升的高度为rx 在水上上升的高度为rx 在水下对薄片所做的功为零 在水上对薄片所做的功为

         
对球所做的功为

         
    8 边长为a和b的矩形薄板 与液面成角斜沉于液体内 长边平行于液面而位于深h处 设a>b 液体的比重为 试求薄板每面所受的压力 
    解 在水面上建立x轴 使长边与x轴在同一垂面上 长边的上端点与原点对应 长边在x轴上的投影区间为[0 bcos] 在x处x轴到薄板的距离为hxtan 压力元素为

         
薄板各面所受到的压力为

         


    9 设星形线 上每一点处的线密度的大小等于该点到原点距离的立方 在原点O处有一单位质点 求星形线在第一象限的弧段对这质点的引力 
    解 取弧微分ds为质点 则其质量为

        

其中 
    设所求的引力在x轴、y轴上的投影分别为Fx、Fy 则有


       


       

所以 
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